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Résumé
Nous présentons une nouvelle approche de résolution pour
les processus décisionnels de Markov partiellement obser-
vables. Cette approche échantillonne l’espace d’états de
croyance à la manière de PBVI, et approxime la fonction
de valeur avec des réseaux de neurones convexes tout en
contenant leur constante de Lipschitz. Nous donnons des
garanties formelles d’approximation.
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Abstract
We present a novel solving approach for Partially Obser-
vable Markov Decision Processes. This approach samples
the belief state space in the manner of PBVI, and approxi-
mates the value function using input-convex neural net-
works while containing their Lipschitz constant. We provide
formal approximation guarantees.
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1 Introduction
La prise de décision séquentielle dans des environnements
incertains et partiellement observables reste un des défis
importants de l’intelligence artificielle. Le formalisme des
Processus Décisionnels de Markov Partiellement Obser-
vables (POMDP) permet de modéliser ces problèmes en
maintenant une distribution de probabilité continue sur les
états possibles, appelée état de croyance (belief state). Pour
résoudre mathématiquement un POMDP, on le reformule
généralement comme un Processus Décisionnel de Mar-
kov (MDP) continu parfaitement observable sur l’espace

des belief state, communément appelé Belief-MDP. His-
toriquement, il a été prouvé que pour un horizon fini, la
fonction de valeur optimale de ce Belief-MDP est convexe
[24] et linéaire par morceaux (PWLC) [18], pouvant être
représentée exactement par un ensemble fini d’hyperplans,
ou α-vecteurs. Dans le cas d’un horizon infini, la fonc-
tion de valeur conserve sa stricte convexité sur l’espace des
croyances, mais peut nécessiter d’une infinité d’hyperplans
pour être représentée de manière exacte [20].

Les algorithmes de planification de l’état de l’art, à l’ins-
tar de Point-Based Value Iteration (PBVI) [14], exploitent
cette propriété géométrique en restreignant les mises à jour
de Bellman à un ensemble fini de points de croyance échan-
tillonnés. Bien que PBVI offre de solides garanties théo-
riques avec une borne d’erreur proportionnelle à la densité
de l’échantillonnage, il se heurte à un goulot d’étranglement
calculatoire majeur : la taille de l’ensemble d’hyperplans
généré est proportionnelle au nombre de points échantillon-
nés, le maintien des hyperplans est coûteux, ce qui limite
son application à des espaces restreints.

Face à cette explosion combinatoire, l’utilisation de réseaux
de neurones profonds a récemment émergé comme une al-
ternative prometteuse, remplaçant les calculs algébriques
discrets par des approximateurs continus hautement para-
métrés. Des travaux de planification neurale comme Neural
Value Iteration [23] ou BetaZero [13] ont illustré la capa-
cité de ces architectures à briser la malédiction de la di-
mensionnalité sur l’espace des croyances. Plus récemment,
des approches issues de l’Apprentissage par Renforcement
Profond (Deep RL), telles que "Convex is back" [10], ont
commencé à réintroduire le biais inductif de convexité dans
la résolution des Belief-MDPs. Néanmoins, ces approches
sacrifient généralement les garanties de convergence et
souffrent d’instabilité lors des mises à jour de l’approxi-
mateur. De plus, elles reposent principalement sur l’échan-
tillonnage de trajectoires et n’exploitent donc pas le modèle
complet du problème (les probabilités exactes de transition
et d’observation) à son plein potentiel pour calculer des es-



pérances de Bellman complètes.
Pour combler ce fossé entre scalabilité empirique et garan-
ties analytiques, nous introduisons ICNN-PBVI, une nou-
velle méthode de planification qui intègre la robustesse al-
gorithmique de PBVI au sein des Réseaux de Neurones
Convexes (ICNN) [1]. Nos contributions principales se dé-
clinent ainsi :

— Backup neuronal supervisé par Bellman : Nous
substituons l’expansion géométrique des α-vecteurs
par l’entraînement d’un ICNN. L’opérateur de Bell-
man exact, calculé à partir du modèle connu, génère
des cibles de régression stables pour l’optimisation
du réseau sur les points de croyance.

— Architecture GL-ICNN (Globally Lipschitz
ICNN) : Afin de garantir que notre approximateur
respecte la contrainte de régularité lipschitzienne
inhérente à la fonction de valeur, nous concevons
une couche de normalisation globale différentiable.
En couplant une borne supérieure dynamique issue
de l’algorithme AutoLip [16] avec une activation
lisse SmoothMax et un redimensionnement des
récompenses cibles (Value Target Rescaling) [15],
notre modèle évite l’effondrement du gradient tout
en respectant strictement la constante de Lipschitz
théorique du problème.

— Preuve formelle de la borne d’erreur : Nous éta-
blissons une analyse de convergence généralisée dé-
montrant que la fonction de valeur approchée par
ICNN-PBVI conserve une borne d’erreur théorique
solide, dépendante de l’erreur empirique de fitting
neuronale et de la densité de l’échantillonnage de
l’espace des croyances.

Dans la section 2, nous rappelons les fondements des
POMDP et passons en revue les travaux connexes perti-
nents. La section 3 détaille la formulation de l’algorithme
ICNN-PBVI et l’architecture spécifique du GL-ICNN. La
section 4 est consacrée à notre analyse de convergence ma-
thématique, suivie de la section 5 qui expose notre implé-
mentation et notre plan d’expériences. Enfin, la section 6
conclut l’article et dessine nos perspectives de recherche
futures.

2 Préliminaires et État de l’art
2.1 Processus Décisionnels de Markov Par-

tiellement Observables (POMDP)
Un POMDP est un tuple (S,A,O, P, Z,R, γ) modélisant
un problème de décision séquentielle où l’état de l’envi-
ronnement n’est pas directement observable. Il est défini
par un ensemble fini d’états S, d’actions A et d’observa-
tionsO. La dynamique est régie par la fonction de transition
P (s′|s, a), la fonction d’observation Z(o|s′, a) et la fonc-
tion de récompense R(s, a). L’agent cherche à maximiser
la somme espérée de ses récompenses futures, pondérées
par un facteur d’escompte γ ∈ [0, 1).
Puisque l’état s est caché, l’agent maintient un état de
croyance (belief state) b ∈ B, une distribution de probabilité
sur S mise à jour par filtrage bayésien à chaque transition.

Le POMDP est ainsi reformulé en un Belief-MDP continu.
L’opérateur de Bellman, noté TB est un opérateur de mise à
jour de la fonction de valeur :

(TBV )(b) = max
a∈A

[
r(b, a) + γ

∑
o∈O

p(o|b, a)V (ba,o)

]
,

(1)
où r(b, a) est la récompense espérée sous la croyance b,
p(o|b, a) est la probabilité de l’observation o, et ba,o est la
croyance actualisée après avoir fait a et observé o. La fonc-
tion de valeur optimale V ∗ est le point fixe de cet opérateur,
i.e. V ∗ = TBV ∗. Un résultat fondamental de la théorie des
POMDP stipule que pour un horizon fini, V ∗(b) est une
fonction convexe et linéaire par morceaux (PWLC), repré-
sentable par l’enveloppe supérieure d’un ensemble de vec-
teurs appelés α-vecteurs.

2.2 Planification Point-Based et ses Limites
L’algorithme exact d’itération de la valeur souffre d’une
explosion combinatoire, le nombre d’hyperplans augmen-
tant de manière exponentielle à chaque étape. L’algorithme
Point-Based Value Iteration (PBVI) [14] contourne ce pro-
blème en restreignant l’application de l’opérateur de Bell-
man à un ensemble fini de points de croyance Bpts attei-
gnables depuis la croyance initiale.
PBVI garantit une convergence avec une borne d’erreur
conditionnée par la densité ϵB de l’échantillonnage Bpts ⊂
B. Cependant, la méthode souffre toujours de la malédic-
tion de la dimensionnalité, qui se manifeste par un double
goulet d’étranglement : la mémoire et le temps de calcul.
D’une part, l’empreinte mémoire sature rapidement, car la
dimension de chaque α-vecteur est égale au nombre d’états
physiques | S | et la taille de l’ensemble d’hyperplans
maintenu reste proportionnelle à | Bpts |. D’autre part, le
coût computationnel d’une mise à jour ponctuelle (backup)
croît dramatiquement avec la taille du problème. Le calcul
exact nécessitant de projeter les vecteurs à travers les ma-
trices de transition P et d’observation Z induit une com-
plexité temporelle de l’ordre de O(| S |2 · | A | · | O |
· | Bpts |) à chaque itération. Bien que des algorithmes ulté-
rieurs (comme SARSOP [8] ou HSVI [19]) aient optimisé
les heuristiques de sélection des points pour limiter la crois-
sance de l’ensemble Bpts, ils reposent sur cette même mé-
canique algébrique exacte. Ils finissent inévitablement par
s’effondrer face à des environnements de grande dimension,
limitant de facto leur application à des espaces d’états de
taille modeste.

2.3 Apprentissage par Renforcement Pro-
fond et Croyances

Pour surmonter ces limites computationnelles, la littéra-
ture s’est donc naturellement tournée vers l’utilisation d’ap-
proximateurs continus paramétrés par des réseaux de neu-
rones. Des travaux comme Neural Value Iteration [23]
démontrent empiriquement que des réseaux de neurones
peuvent approximer la propriété PWLC pour résoudre des
POMDP massifs hors d’atteinte des méthodes exactes. De



même, des algorithmes de planification en ligne comme Be-
taZero [13] utilisent des réseaux profonds comme estima-
teurs de valeur pour guider la recherche arborescente.
En parallèle, des approches Model-Free et hybrides tentent
d’exploiter la structure des POMDP. L’algorithme "Convex
is back" [10] applique l’apprentissage par différence tem-
porelle (TD-Learning) [21] sur le Belief-MDP en utilisant
des architectures Dueling DQN [22] modifiées pour encou-
rager la convexité par l’ajout d’un objectif d’apprentissage,
ou en le forçant par l’utilisation d’un ICNN [1]. Toutefois,
cette méthode échantillonne l’opérateur de Bellman via un
replay buffer au lieu d’effectuer un backup complet via le
modèle du problème. En abandonnant la planification itéra-
tive stricte, ces approches perdent les garanties théoriques
de convergence globale. De plus, sans contrainte formelle
sur la régularité du réseau (sa constante de Lipschitz), elles
s’exposent à de graves instabilités lors de l’apprentissage.

2.4 Réseaux de Neurones Convexes et Régu-
larisation Lipschitzienne

Les Réseaux de Neurones Convexes par Entrée (ICNN) [1]
imposent une architecture où les poids de connexion entre
les couches cachées sont strictement non-négatifs, garan-
tissant que la sortie du réseau est une fonction convexe de
ses entrées. Théoriquement, [4] ont prouvé théoriquement
que les ICNN avec des fonctions d’activation ReLU étaient
au moins aussi expressifs qu’une fonction PWLC pour un
même nombre de paramètres donné, avec une capacité à re-
présenter une classe de fonction PWLC avec exponentielle-
ment moins de paramètres qu’une énumération exhaustive
d’hyperplans, justifiant leur supériorité structurelle sur les
α-vecteurs. Cependant, la contrainte de positivité des poids
dans le papier original provoque de grandes instabilités à
l’entrainement, pouvant mener à des problèmes récurrents
de disparition des gradients [9]. Nous adoptons donc l’ap-
proche par reparamétrisation Softplus de [11] pour optimi-
ser ces poids sans clipping destructeur.
Enfin, garantir la stabilité lors des mises à jour récursives
de la fonction de valeur (le bootstrapping, où la cible d’ap-
prentissage dépend des propres prédictions temporelles du
réseau) requiert une régularisation stricte. En Deep RL, [6]
ont démontré que borner la constante de Lipschitz des ré-
seaux Critic via la normalisation spectrale prévient la di-
vergence due à la surestimation temporelle, permettant par
la même occasion d’entraîner des réseaux significativement
plus profonds [2]. Néanmoins, la normalisation spectrale
par couche s’avère souvent trop rigide et bride l’expres-
sivité locale. Inspirés par les travaux récents en contrôle
continu [17], notre approche utilise l’algorithme AutoLip
[16] couplé à une projection différentiable pour contraindre
globalement la constante de Lipschitz de l’ICNN, préser-
vant ainsi la contraction de l’opérateur de Bellman tout en
conservant une optimisation fluide.

3 Méthodologie : ICNN-PBVI
Notre approche, ICNN-PBVI, fusionne la rigueur de la pla-
nification model-based de PBVI avec la puissance de repré-

sentation et la scalabilité des réseaux de neurones profonds.
L’idée fondamentale est de conserver la structure algorith-
mique globale de PBVI (alternance entre l’amélioration de
la valeur sur un ensemble de points et l’expansion de cet
ensemble), mais de remplacer la représentation PWLC par
un approximateur de fonction neuronal Vθ qui garantit la
convexité par construction : un ICNN [1].
Au lieu de calculer un nouvel ensemble d’hyperplans Γk+1

à chaque itération, nous entraînons un réseau de neurones
Vθk+1

pour qu’il approxime l’application de l’opérateur de
Bellman TB sur le réseau de l’itération précédente Vθk .

3.1 L’Opérateur de Backup Neuronal
Le cœur de l’Itération de la Valeur est l’assignation récur-
sive Vk+1 ← TBVk. Dans notre cadre continu, nous défi-
nissons ce backup comme un problème de régression su-
pervisée. Pour stabiliser l’apprentissage, à l’instar des algo-
rithmes comme DQN [12] [22], nous utilisons deux réseaux
distincts : un réseau en ligne (online network) Vθ que nous
entraînons, et un réseau cible (target network) Vθ− qui re-
présente la fonction de valeur de l’itération précédente et
reste figé durant la phase d’optimisation.
Pour chaque point de croyance b ∈ Bpts, nous définissons la
cible de Bellman yb :

yb = (TBVθ−)(b). (2)

L’objectif est d’ajuster les paramètres θ du réseau en ligne
en minimisant une fonction de perte (typiquement l’erreur
quadratique moyenne - MSE, ou la perte de Huber) sur l’en-
semble des points échantillonnés :

L(θ) = Eb∼Bpts [l (yb, Vθ(b))] . (3)

3.2 Architecture GL-ICNN : Reparamétrisa-
tion et Contrainte Globale

Pour que l’opérateur d’ajustement empirique par des-
cente de gradient converge et respecte la théorie de la γ-
contraction, la fonction apprise doit être strictement lip-
schitzienne. Nous proposons une architecture modifiée, le
GL-ICNN (Globally Lipschitz ICNN), qui assure à la fois la
convexité stricte et le contrôle de la constante de Lipschitz.
Architecture de base (FICNN) : Puisque notre fonction
de valeur V doit être convexe par rapport à l’entrée entière
(l’état de croyance b), nous utilisons un Fully Input-Convex
(FICNN) de [1], par opposition à la variante Partially Input-
Convex (PICNN) où seule une partie des variables d’entrée
doit induire la convexité. Un FICNN à k couches calcule
une fonction scalaire fθ(y) à partir de son entrée y (dans
notre cas, l’état de croyance b) via la récurrence suivante :

zi+1 = gi

(
W

(z)
i zi +W

(y)
i y + ci

)
, ∀i ∈ J0, k − 1K, (4)

avec z0 ≡ 0 et fθ(y) = zk. Pour garantir que la fonc-
tion finale soit convexe par rapport à y, les fonctions
d’activation gi (telles que ReLU) doivent être convexes
et non-décroissantes, et les poids récurrents W

(z)
i agis-

sant sur les activations zi doivent être contraints à la non-
négativité (W (z)

i ≥ 0). Les poids d’entrée W
(y)
i (les skip-

connections) ne sont soumis à aucune restriction de signe.



Les vecteurs zi correspondent aux activations de la i-ème
couche cachée, avec z0 ≡ 0 et zk = fθ(y) la sortie scalaire
du réseau.
Convexité par Reparamétrisation (Softplus) : L’architec-
ture standard des ICNN exige que les poids agissant sur les
activations des couches cachées, notés W (z), soient non-
négatifs [1]. Imposer cette contrainte par projection brutale
(clipping) empêche l’optimisation de s’effectuer correcte-
ment et crée des instabilités à l’entrainement et des pro-
blèmes de convergence. Suivant [11], nous utilisons une re-
paramétrisation lisse. Les paramètres libres ϕ(z) ∈ R sont
optimisés sans contrainte, et les poids effectifs du réseau
sont calculés via la fonction Softplus :

W (z) = Softplus(ϕ(z)) = ln(1 + exp(ϕ(z))). (5)

Cette transformation maintient W (z) > 0 tout en restant
différentiable, évitant ainsi le blocage de l’optimiseur.
Contrainte Lipschitzienne Globale (GL-ICNN) : Lors-
qu’il est couplé à un approximateur neuronal, l’opérateur
de Bellman ne garantit une convergence stable que si la
fonction d’approximation possède une pente strictement li-
mitée. Pour forcer une constante de Lipschitz bornée par la
limite théorique Ltarget = Rmax−Rmin

1−γ , nous intégrons une
normalisation globale directement dans la forward pass du
réseau.
Soit fraw,θ(b) la sortie brute de l’ICNN et L̂θ la borne su-
périeure de sa constante de Lipschitz locale calculée dy-
namiquement par l’algorithme AutoLip [16] (voir Annexe
A). Pour éviter la disparition totale des gradients lorsque la
contrainte est respectée, nous lissons l’opération de projec-
tion avec une fonction SmoothMax contrôlée par une tem-
pérature τ :

Vθ(b) =
fraw,θ(b)

SmoothMaxτ
(
1, L̂θ

Ltarget

) , (6)

où SmoothMaxτ (1, x) = τ ln
(
e

1
τ + e

x
τ

)
. Cette opéra-

tion assure rigoureusement que si le réseau tend à dépasser
Ltarget, sa sortie est redimensionnée à la baisse, préservant
ainsi la borne maximale théorique.

3.3 Conditionnement Numérique : Rescaling
des Cibles

L’amplitude des récompenses d’un POMDP peut causer de
violents décalages d’échelle (scale shifts), particulièrement
dommageables pour les ICNN dont les poids asymétriques
amplifient la variance [9]. S’inspirant des techniques de sta-
bilisation en RL profond [15], nous appliquons un redimen-
sionnement des valeurs cibles.
Plutôt que d’apprendre directement V ∗, le réseau apprend
une fonction normalisée Ṽ ∗ ∈ [−1, 1]. En définissant le
centre Rshift =

Rmax+Rmin

2 et l’amplitude maximale théo-
rique Vscale = Rmax−Rmin

2(1−γ) , nous transformons les récom-
penses du modèle :

R̃(s, a) =
R(s, a)−Rshift

Vscale
. (7)

Ce rescaling affine possède un atout architectural majeur
pour le GL-ICNN : dans cet espace normalisé, la constante
de Lipschitz cible devient unitaire (Ltarget = 1). L’ICNN
doit simplement apprendre des pentes douces, s’accordant
parfaitement avec l’initialisation standard des paramètres
autour de zéro. De plus, comme l’ont démontré des archi-
tectures récentes telles que DreamerV3 [7] via la transfor-
mation symlog, normaliser l’échelle des valeurs cibles rend
l’algorithme d’apprentissage intrinsèquement plus robuste
au choix des hyperparamètres, et ce indépendamment de la
dynamique des récompenses de l’environnement.

3.4 L’Algorithme ICNN-PBVI
L’algorithme global (voir Algorithme 1) s’articule autour
de deux phases répétées : IMPROVE (ajustement du GL-
ICNN aux cibles de Bellman) et EXPAND (échantillonnage
de nouveaux points de croyance pour densifier l’espace
d’approximation). Durant IMPROVE, la perte est minimi-
sée itérativement avec le réseau cible figé, jusqu’à ce que
la distance maximale entre le nouveau réseau et l’ancien (la
norme L∞ empirique) descende sous un seuil de tolérance
ϵvi, marquant l’atteinte du point fixe.

4 Analyse de Convergence Théorique
Dans cette section, nous établissons une borne d’erreur gé-
néralisée pour l’itération de la valeur approximée sur l’es-
pace des croyances, et nous démontrons comment cette
borne s’applique à PBVI et à notre algorithme ICNN-PBVI.

4.1 Lemmes Intermédiaires
L’analyse repose sur la relation entre les différentes normes
vectorielles. Pour tout vecteur v, nous avons la hiérarchie
suivante : ∥v∥∞ ≤ ∥v∥p ≤ ∥v∥1. Dans le cadre des
POMDP, la fonction de récompense R(s, a) est bornée par
Rmax et Rmin. La fonction de récompense espérée sur la
croyance, r(b, a) =

∑
s b(s)R(s, a), admet une constante

de Lipschitz LR ≤ Rmax −Rmin par rapport à la norme L1.
À partir de cette propriété, nous énonçons deux lemmes sur
l’opérateur de Bellman TB. Ces résultats sont des adapta-
tions de propriétés classiques [14] au cadre continu sur l’es-
pace des croyances. Leurs preuves complètes sont reportées
en annexe B par souci de complétude.

Lemme 4.1. Lipschitz par opérateur de Bellman
Soit V̂ une fonction LV̂ -Lipschitzienne sur l’espace des
croyances B. Alors, la fonction résultant de l’application de
l’opérateur de Bellman, TBV̂ , est une fonction (LR+γLV̂ )-
Lipschitzienne.

Lemme 4.2. γ-contraction de Bellman
L’opérateur de Bellman TB est une γ-contraction en norme
L∞. Pour toutes fonctions de valeur U, V sur B :

∥TBU − TBV ∥∞ ≤ γ ∥U − V ∥∞
.

4.2 Borne d’Erreur Généralisée
Pour formaliser l’approximation neuronale, nous définis-
sons un opérateur d’ajustement empirique ΠBpts . Cet opéra-



Algorithm 1 ICNN-PBVI : Squelette de l’algorithme
Require: Modèle POMDP, Nexpansions (nombre d’itérations), ϵvi (seuil de convergence), ϵfit (seuil de loss)

1: Initialiser les poids θ du GL-ICNN (réseau en ligne) et θ− ← θ (réseau cible)
2: Initialiser l’ensemble de croyances Bpts ← {b0}
3: for k = 1 toNexpansions do
4: ∆vi ←∞ ▷ Phase 1 : Improve (Convergence de l’itération de la valeur)
5: while ∆vi > ϵvi do
6: yb ← (TBVθ−)(b), ∀b ∈ Bpts ▷ Générer cibles de Bellman avec le modèle exact
7: repeat ▷ Boucle d’optimisation (Descente de gradient)
8: L(θ)← Eb∈Bpts [l(yb, Vθ(b))]
9: θ ← OptimizerStep(θ,∇θL(θ))

10: until L(θ) < ϵfit ou détection d’un plateau
11: ∆vi ← maxb∈Bpts |Vθ(b)− Vθ−(b)| ▷ Vérification de la contraction
12: θ− ← θ ▷ Mise à jour du réseau cible (Vk ← Vk+1)
13: end while
14: Bnew ← EXPANDSAMPLING(Bpts, Vθ) ▷ Phase 2 : Expand (Recherche de nouveaux points)
15: Bpts ← Bpts ∪ Bnew
16: end for
17: return Vθ

teur prend une fonction initiale V̂t issue d’un espace d’hy-
pothèses H (ex : la classe des fonctions représentables par
un GL-ICNN) et retourne une nouvelle fonction V̂t+1 vi-
sant à minimiser l’erreur maximale sur l’ensemble fini de
points Bpts.
Nous définissons l’erreur de fitting résiduelle ϵfit

Bpts
comme

l’écart maximal sur l’ensemble Bpts entre la fonction re-
tournée par l’opérateur d’ajustement et la cible exacte de
Bellman :

ϵfit
Bpts

= max
b∈Bpts

|ΠBpts(V̂t, TBV̂t)(b)− (TBV̂t)(b)|. (8)

Cette erreur englobe à la fois l’erreur d’approximation de
l’espaceH et la sous-optimalité de l’optimisation locale.

Théorème 4.3. Borne d’erreur généralisée pour l’itération
de valeur approximée
Soit Bpts ⊂ B un échantillonnage de l’espace des
croyances, de densité ϵB = maxb∈B minb′∈Bpts ∥b− b′∥1.
Soit ΠBpts l’opérateur d’ajustement empirique sur des fonc-
tions LV̂ -Lipschitziennes. Supposons que l’algorithme ait
convergé vers une fonction de valeur V̂ formant un point
fixe sous notre procédure d’optimisation locale, telle que
V̂ = ΠBpts(V̂ , TBV̂ ). L’erreur totale par rapport à la fonc-
tion de valeur optimale V ∗ est bornée sur B par :∥∥∥V̂ − V ∗

∥∥∥
∞
≤

ϵfit
Bpts

1− γ
+

LR + (1 + γ)LV̂

1− γ
ϵB

≤
ϵfit
Bpts

1− γ
+

(Rmax −Rmin) + (1 + γ)LV̂

1− γ
ϵB.

Démonstration. On cherche à borner ϵtot =
∥∥∥V̂ − V ∗

∥∥∥
∞

(sur B). On commence par l’ajout de zéro suivi d’une in-

égalité triangulaire :

ϵtot =
∥∥∥V̂ − V ∗

∥∥∥
∞

=
∥∥∥V̂ − TBV̂ + TBV̂ − V ∗

∥∥∥
∞

≤
∥∥∥V̂ − TBV̂ ∥∥∥

∞
+

∥∥∥TBV̂ − V ∗
∥∥∥
∞

Or, par la définition de la fonction de valeur optimale V ∗ =
TBV ∗. On peut donc utiliser la propriété de γ-contraction
de l’opérateur TB démontrée précédemment :

∥∥∥TBV̂ − V ∗
∥∥∥
∞

=
∥∥∥TBV̂ − TBV ∗

∥∥∥
∞

≤ γ ·
∥∥∥V̂ − V ∗

∥∥∥
∞

= γ · ϵtot

On peut donc simplifier ϵtot :

ϵtot ≤
∥∥∥V̂ − TBV̂ ∥∥∥

∞
+ γ · ϵtot

⇐⇒ ϵtot ≤

∥∥∥V̂ − TBV̂ ∥∥∥
∞

1− γ

On regarde
∥∥∥V̂ − TBV̂ ∥∥∥

∞
. Soit b et b̂ tel que :

b = argmax
b′∈B
|V̂ (b′)− TBV̂ (b′)|

b̂ = arg min
b′∈Bpts

∥b− b′∥1

Par ajouts successifs de zéros et inégalité triangulaire sur
A =

∥∥∥V̂ − TBV̂ ∥∥∥
∞

:



A = |V̂ (b)− TBV̂ (b)|

= |V̂ (b)− TBV̂ (b) + V̂ (b̂)− V̂ (b̂)|

≤ |V̂ (b)− V̂ (b̂)|+ |V̂ (b̂)− TBV̂ (b)|

= |V̂ (b)− V̂ (b̂)|

+ |V̂ (b̂)− TBV̂ (b) + TBV̂ (b̂)− TBV̂ (b̂)|

≤ |V̂ (b)− V̂ (b̂)|+ | − TBV̂ (b) + TBV̂ (b̂)|

+ |V̂ (b̂)− TBV̂ (b̂)|

= |V̂ (b)− V̂ (b̂)|︸ ︷︷ ︸
(i)

+ |TBV̂ (b)− TBV̂ (b̂)|︸ ︷︷ ︸
(ii)

+ |V̂ (b̂)− TBV̂ (b̂)|︸ ︷︷ ︸
(iii)

On borne les 3 termes indépendamment :
(i) On sait que V̂ est LV̂ -Lipschitzienne et

∥∥∥b− b̂
∥∥∥
1
≤

ϵB, alors :

|V̂ (b)− V̂ (b̂)| ≤ LV̂ ·
∥∥∥b− b̂

∥∥∥
1

≤ LV̂ · ϵB

(ii) On sait que TBV̂ est (LR + γLV̂ )-Lipschitzienne

et
∥∥∥b− b̂

∥∥∥
1
≤ ϵB, on a donc :

|TBV̂ (b)− TBV̂ (b̂)| ≤ (LR + γLV̂ ) ·
∥∥∥b− b̂

∥∥∥
1

≤ (LR + γLV̂ ) · ϵB

(iii) Par l’hypothèse l’algorithme a convergé vers un
point fixe V̂ = ΠBpts(V̂ , TBV̂ ). Or b̂ ∈ Bpts, on peut
donc borner la différence par l’erreur maximale de
fitting B = |V̂ (b̂)− (TBV̂ )(b̂)| :

B = |ΠBpts(V̂ , TBV̂ )(b̂)− (TBV̂ )(b̂)|
≤ max

b′∈Bpts
|ΠBpts(V̂ , TBV̂ )(b′)− (TBV̂ )(b′)|

= ϵfit
Bpts

Ce qui donne donc :

ϵtot ≤
ϵB · ((1 + γ)LV̂ + LR) + ϵfit

Bpts

1− γ

Remarque : Cette borne met en évidence les trois leviers
pour minimiser l’erreur totale :

— Densifier l’échantillonnage (ϵB ↓) : Augmenter le
nombre de points de croyance réduit mécanique-
ment le terme d’erreur lié à l’échantillonage. Néan-
moins, un ensemble Bpts plus gros peut complexifier
le fitting.

— Régulariser V̂ (LV̂ ↓) : Réduire la constante de
Lipschitz limite l’amplification des erreurs. Toute-
fois, une régularisation excessive peut brider la ca-
pacité d’expression du modèle, i.e. peut augmenter
ϵfit
Bpts

.

— Capacité de représentation (ϵfit
Bpts
↓) : Un approxi-

mateur plus riche permet de réduire l’erreur d’ajus-
tement aux cibles de Bellman. Peut s’obtenir au prix
d’une optimisation plus difficile, soit une conver-
gence plus lente vers le point fixe de Bellman.

4.3 Application aux algorithmes (PBVI et
ICNN-PBVI)

Les preuves de ces corollaires sont en annexes C.

Corollaire 4.3.1. Application sur PBVI
L’opérateur de backup de PBVI étant de nature analy-
tique exacte sur Bpts, on a ϵfit

Bpts
= 0. En sachant que la

constante de Lipschitz des hyperplans de PBVI est bornée
par Rmax−Rmin

1−γ , l’application du théorème donne :∥∥∥V̂ − V ∗
∥∥∥
∞
≤ 2 · (Rmax −Rmin)

(1− γ)2
· ϵB. (9)

Ce qui correspond, à un facteur constant près, à la borne
historique établie par [14].

Corollaire 4.3.2. Application sur ICNN-PBVI
Considérons l’algorithme ICNN-PBVI utilisant un réseau
GL-ICNN. Par construction, le GL-ICNN garantit stricte-
ment que la constante de Lipschitz du réseau est bornée
par Ltarget =

Rmax−Rmin
1−γ . En remplaçant LV̂ et LR on a pour

pour ICNN-PBVI :∥∥∥V̂ − V ∗
∥∥∥
∞
≤

ϵfit
Bpts

1− γ
+

2 · (Rmax −Rmin)

(1− γ)2
· ϵB. (10)

Ce corollaire montre que sous réserve que l’optimisation
neuronale minimise efficacement l’erreur résiduelle (ϵfit

Bpts
≈

0), ICNN-PBVI bénéficie des mêmes garanties d’erreur
pire-cas que PBVI, tout en s’affranchissant de la contrainte
du maintien couteux de l’ensemble des hyperplans.

5 Conclusion et Perspectives
Cet article aborde le fossé entre la planification formelle
(POMDP) et l’Apprentissage par Renforcement Profond.
Les méthodes exactes telles que PBVI offrent de fortes ga-
ranties mais explosent en complexité, tandis que les ap-
proches neuronales passent à l’échelle au détriment de
la rigueur mathématique. Pour réconcilier ces deux para-
digmes, nous avons introduit ICNN-PBVI et l’architecture
GL-ICNN. En couplant la reparamétrisation Softplus pour
une stricte convexité et la régularisation SmoothMax sur
AutoLip pour une contrainte Lipschitzienne globale, notre
réseau permet d’approximer stablement l’opérateur de Bell-
man. Notre contribution théorique majeure réside dans la
preuve formelle que cette hybridation conserve une borne
d’erreur généralisée compétitive face à PBVI.
À court terme, notre perspective principale est la validation
empirique de ces garanties théoriques. Pour ce faire, nous
développons actuellement une architecture logicielle vec-
torisée sous JAX [3], permettant d’optimiser à la fois notre
méthode et les baselines en exploitant l’accélération maté-
rielle. Les premières expérimentations sur des environne-
ments canoniques de petite dimension (comme le problème



Tiger) valident d’ores et déjà la viabilité de notre contrainte
Lipschitzienne en pratique. Nos futures expériences à plus
grande échelle visent à répondre à quatre grandes questions
de recherche : la convergence empirique vers la borne théo-
rique démontrée, la stabilité de l’optimisation lors du boots-
trapping, l’expressivité de l’ICNN en grande dimension, et
sa compétitivité face aux algorithmes de Deep RL qui ex-
ploitent la convexité et ceux qui ne l’exploitent pas.
Enfin, à plus long terme, l’extension d’ICNN-PBVI au
cadre multi-agents (Dec-POMDP), domaine s’appuyant
également sur des méthodes point-based et la convexité de
la valeur centralisée [5], constitue une voie de recherche
extrêmement prometteuse.
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A Calcul de la constante de Lipschitz
(AutoLip)

L’algorithme d’estimation de la borne de Lipschitz locale,
adapté des travaux de [16] pour les réseaux ICNN, propage
récursivement la constante à travers le graphe de calcul. En
utilisant la norme matricielle de Frobenius ∥ ·∥F (qui borne
supérieurement la norme spectrale), nous garantissons un
calcul rapide et différentiable sans casser le graphe du gra-
dient.

Algorithm 2 Estimation Lipschitz FICNN (AutoLip)

Require: Paramètres θ = {W (z)
i ,W

(y)
i }

k−1
i=0 , Norme de

Frobenius ∥ · ∥F
Ensure: L̂θ : Borne supérieure globale de la constante de

Lipschitz
1: L0 ← 0 ▷ L’état caché initial z0 ≡ 0
2: for i = 0 tok − 1 do
3: Nz ← ∥W (z)

i ∥F ▷ Norme de la matrice des
connexions internes

4: Ny ← ∥W (y)
i ∥F ▷ Norme de la matrice des

connexions d’entrée (skip-connections)
5: Li+1 ← Nz · Li +Ny ▷ Propagation (les

activations comme ReLU ont une pente ≤ 1)
6: end for
7: return Lk

B Preuves lemmes intermédiaires
Démonstration. Lipschitz par opérateur de Bellman
Soient b, b′ ∈ B. Par définition de l’opérateur de Bellman :

|(TBV̂ )(b)− (TBV̂ )(b′)|

=

∣∣∣∣∣max
a

[
R(b, a) + γ

∑
o

P (o|b, a)V̂ (ba,o)

]

−max
a′

[
R(b′, a′) + γ

∑
o

P (o|b′, a′)V̂ (b′a′,o)

] ∣∣∣∣∣
≤ max

a

∣∣∣∣∣R(b, a)−R(b′, a)

+ γ
∑
o

(
P (o|b, a)V̂ (ba,o)− P (o|b′, a)V̂ (b′a,o)

)∣∣∣∣∣
≤ max

a
|R(b, a)−R(b′, a)|

+ γmax
a

∣∣∣∣∣∑
o

P (o|b, a)V̂ (ba,o)−
∑
o

P (o|b′, a)V̂ (b′a,o)

∣∣∣∣∣ .
Le premier terme est borné par la constante de Lipschitz de
la récompense : |R(b, a)−R(b′, a)| ≤ LR ∥b− b′∥1.
Pour le second terme, on évalue la différence d’espérance
sur les observations. On utilise la définition de la mise à jour
bayésienne non-normalisée, qui donne : P (o|b, a)ba,o(s) =
P (o|s, a)

∑
s′ P (s|s′, a)b(s′).

On peut alors développer la somme des normes L1 sur les

observations (voir [14]) :∑
o

∥P (o|b, a)ba,o − P (o|b′, a)b′a,o∥1

=
∑
o,s

∣∣P (o|b, a)ba,o(s)− P (o|b′, a)b′a,o(s)
∣∣

=
∑
o,s

P (o|s, a)

∣∣∣∣∣∑
s′

P (s|s′, a)
(
b(s′)− b′(s′)

)∣∣∣∣∣
=

∑
s

(∑
o

P (o|s, a)
)

︸ ︷︷ ︸
=1

∣∣∣∣∣∑
s′

P (s|s′, a)
(
b(s′)− b′(s′)

)∣∣∣∣∣
≤

∑
s,s′

P (s|s′, a) |b(s′)− b′(s′)| (inég. triang.)

=
∑
s′

|b(s′)− b′(s′)|
∑
s

P (s|s′, a)︸ ︷︷ ︸
=1

= ∥b− b′∥1.

Puisque V̂ est LV̂ -Lipschitzienne par rapport à la norme
L1, on applique ce résultat :

max
a

∣∣∣∣∣∑
o

P (o|b, a)V̂ (ba,o)−
∑
o

P (o|b′, a)V̂ (b′a,o)

∣∣∣∣∣
≤ max

a

∑
o

LV̂ ∥P (o|b, a)ba,o − P (o|b′, a)b′a,o∥1

≤ LV̂ ∥b− b′∥1.

En rassemblant le tout, on a donc : |(TBV̂ )(b) −
(TBV̂ )(b′)| ≤ (LR + γLV̂ )∥b− b′∥1.

Démonstration. γ-contraction de l’opérateur de Bellman
Pour tout point de croyance b ∈ B :

|(TBU)(b)− (TBV )(b)|

=

∣∣∣∣∣max
a

[
R(b, a) + γ

∑
o

P (o|b, a)U(ba,o)

]

−max
a′

[
R(b, a′) + γ

∑
o

P (o|b, a′)V (ba′,o)

] ∣∣∣∣∣
≤ max

a

∣∣∣∣∣γ∑
o

P (o|b, a)
(
U(ba,o)− V (ba,o)

)∣∣∣∣∣
≤ γmax

a

∑
o

P (o|b, a) ∥U − V ∥∞

= γ ∥U − V ∥∞ (car
∑

o P (o|b, a) = 1).

C Preuves des corollaires
Démonstration. Application du théorème sur PBVI
L’opérateur de backup de PBVI étant de nature analytique,



on a ϵfit
Bpts

= 0. Ensuite :

(1 + γ)LV̂ + LR

≤ (1 + γ)(Rmax −Rmin)

1− γ
+Rmax −Rmin

=
(1 + γ + 1− γ)(Rmax −Rmin)

1− γ

=
2(Rmax −Rmin)

1− γ
.

En le réintroduisant dans l’équation de base :∥∥∥V̂ − V ∗
∥∥∥
∞
≤ 2(Rmax −Rmin)

(1− γ)2
ϵB.

Démonstration. Application du théorème sur ICNN-PBVI
Par définition de notre architecture GL-ICNN, nous avons

la garantie stricte que LV̂ ≤
Rmax−Rmin

1−γ . De plus, nous
avons LR ≤ Rmax −Rmin.
Remplaçons ces termes dans le numérateur du terme de gé-
néralisation de notre théorème de base :

(1 + γ)LV̂ + LR

≤ (1 + γ)

(
Rmax −Rmin

1− γ

)
+ (Rmax −Rmin)

= (Rmax −Rmin)

[
1 + γ

1− γ
+

1− γ

1− γ

]
=

2(Rmax −Rmin)

1− γ
.

En réintroduisant ce résultat dans l’équation de base du
théorème général :

∥∥∥V̂ − V ∗
∥∥∥
∞
≤

ϵfit
Bpts

1− γ
+

2(Rmax−Rmin)
1−γ

1− γ
ϵB

=
ϵfit
Bpts

1− γ
+

2(Rmax −Rmin)

(1− γ)2
ϵB.
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