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Résumé

L’unisson asynchrone est un probleme de synchronisation
d’horloges de référence en systemes distribués, et notam-
ment en autostabilisation. Il permet notamment de simu-
ler des systemes synchrones dans des environnements asyn-
chrones, faciliter la détection de terminaison, partager lo-
calement des ressources, ou encore pour réaliser des cal-
culs d’infimum. Cet article explore I’autostabilisation d’un
algorithme d’unisson asynchrone en utilisant une approche
basée sur la satisfiabilité propositionnelle. Nous proposons
une modélisation logique de I’ exécution asynchrone de l’al-
gorithme capturant les regles de mise a jour des horloges
ainsi que la détection de la convergence vers une configu-
ration légitime ou, au contraire, de la divergence par I’ exis-
tence d’interblocages ou de cycles entre configurations illé-
gitimes.
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Abstract

Asynchronous unison is a benchmark clock synchroniza-
tion problem in distributed systems and particularly self-
stabilization. It allows to simulate a synchronous sys-
tem in an asynchronous environment, help the termina-
tion detection, achieve local resource allocation, or com-
pute infimum. This article explores the self-stabilization of
an asynchronous unison algorithm using a propositional
satisfiability-based approach. We propose a logical model
of the asynchronous execution of this algorithm capturing
the clock update rules, as well as the detection of conver-
gence to a legitimate configuration or, conversely, diver-
gence through the existence of daedlocks or cycles of illegi-
timate configurations.
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1 Introduction

Un systeme distribué est un ensemble d’entités de calcul,
ici appelées processus, qui sont autonomes et interconnec-
tées entre elles. Le but de ces processus est de coopérer,
via des échanges d’informations, afin de résoudre une tiche
globale au systéme. Dans ce contexte, un algorithme est dit

autostabilisant si, quel que soit 1’état initial du systeme sur
lequel il est déployé, il garantit le retour en temps fini, et
sans intervention extérieure, a un état dit légitime a partir
duquel la spécification du systeme est satisfaite [ 0]. Bien
que la notion de panne ne soit pas explicite dans la défini-
tion des systemes autostabilisants, la motivation premiere
de cette approche est bien la folérance aux pannes. En ef-
fet, aprés un nombre fini de pannes transitoires ', 1’état d’un
systeme distribué peut €tre quelconque et ainsi ne plus véri-
fier sa spécification. Un algorithme autostabilisant garantit
alors que le systeme récupere de telles fautes en temps fini.

La conception d’algorithmes autostabilisants peut sembler
complexe au premier abord en raison de 1’acces limité des
processus a 1’état global du systeme. Pourtant, nombre de
ces algorithmes se révelent étonnamment élégants et par-
fois méme plus simples que leurs pendants non stabili-
sants. Cependant, démontrer formellement 1’autostabilisa-
tion d’un algorithme s’avere souvent ardu et sujet aux er-
reurs. Cela est principalement di a la nature combinatoire
du probleme : la convergence vers un état 1égitime doit étre
démontrée a partir de fout état du systeme.

Dans cette optique, nous nous intéressons ici a un pro-
bleme simple : I'unisson asynchrone. On suppose un sys-
téme asynchrone ou les processus sont anonymes et arbi-
trairement connectés entre-eux. Chaque processus dispose
d’une horloge locale dont les valeurs entieres varient entre
024 K — 1 ou K est appelée la période. A partir d’un état
ou I’horloge de chaque processus a une valeur quelconque
de {0,..., K — 1}, le but est de faire converger le sys-
teme vers un état dans lequel la différence entre les hor-
loges de deux voisins quelconques est d’au plus un incré-
ment (modulo K') & chaque instant. L'unisson est un ou-
til d’algorithmique distribuée fondamental qui possede de
nombreuses applications. Entre autres, il peut étre utilisé
pour simuler des systemes synchrones dans des environne-
ments asynchrones [ 5], pour faciliter la détection de ter-
minaison [“], pour partager localement des ressources [ (],
ou encore pour réaliser des calculs d’infimum [7].
Couvreur et al. ont proposé une solution simple a ce pro-
bleme [!°]. L’autostabilisation de leur algorithme est dé-
montrée pour tout K > n? ol n est la taille du réseau.
Cependant, I’optimalité de cette borne reste une question

1. C’est-a-dire, des perturbations temporaires de certains composants
du systeme (liens ou processus).



ouverte. Nous proposons ici d’étudier comment la satisfia-
bilité propositionnelle peut aider a traiter cette question, et
plus généralement comment elle peut aider a vérifier 1’au-
tostabilisation d’algorithmes distribués asynchrones. En ef-
fet, la satisfiabilité propositionnelle (SAT) est un pro-
bléme fondamental en logique et en informatique théorique,
consistant a déterminer si une formule booléenne peut étre
satisfaite par une assignation de valeurs. Ce probleme, qui
a été le premier démontré NP-complet [ | ”], suscite un in-
térét croissant car les solveurs SAT modernes parviennent
a traiter efficacement de grandes instances issues d’appli-
cations concretes, malgré la difficulté théorique établie du
probléme. En plus de son role clé en vérification logicielle
et matérielle, en intelligence artificielle et en cryptogra-
phie, SAT se situe a I’intersection de plusieurs disciplines
telles que la logique, 1la complexité et la programmation par
contraintes [].

Dans [!¢], nous avons initié I’analyse rigoureuse d’algo-
rithmes autostabilisants déployés dans des réseaux de topo-
logies variées via la satisfiabilité propositionnelle en pre-
nant ’'unisson synchrone d’Arora et al. [’] comme cas
d’étude. Cependant, I’étude proposée se restreint aux sys-
teémes distribués synchrones. Dans cet article, nous pro-
posons une approche formelle basée sur SAT pour ana-
lyser rigoureusement le comportement de 1’unisson asyn-
chrone [! 3]. Cet algorithme suit des regles de mise a jour
d’horloges distinctes, et son autostabilisation se caractérise
par des propriétés différentes. Nous traduisons ces regles
en contraintes logiques, permettant I’utilisation de solveurs
SAT pour vérifier si la synchronisation est atteinte dans un
cadre asynchrone. Cette méthodologie offre un cadre sys-
tématique pour étudier 1’autostabilisation de 1’algorithme
dans différentes topologies et configurations initiales et
avec différentes périodes.

Le reste de cet article est organisé comme suit. Dans la sec-
tion 2, nous présentons I’algorithme d’unisson asynchrone
et nous introduisons la satisfiabilité propositionnelle. La
section 3 est consacrée a la modélisation formelle de 1’al-
gorithme de 1’unisson asynchrone, ot nous détaillons les
variables et les contraintes logiques, avec une attention por-
tée a la mise a jour des horloges et a la modélisation des
propriétés d’autostabilisation. La section 4 présente les ré-
sultats obtenus. Enfin, nous concluons dans la section 5.

2 Préliminaires

2.1 Unisson asynchrone

Nous considérons un systéme distribué de n > 3 proces-
sus interconnectés. Le réseau d’interconnexion est modé-
lisé par un graphe non-orienté connexe G = (V, E), ou V
est un ensemble de n sommets représentant les processus
et I/ un ensemble d’arétes représentant les liens de com-
munication bidirectionnels entre les processus. L’ensemble
des voisins d’un processus p est noté N (p). Nous considé-
rons 1’unisson asynchrone proposé par Couvreur et al. [ 3].
Cet algorithme est décrit dans le modele a états dans [!].
Il s’agit d’'un modele a mémoires localement partagées :
chaque nceud peut directement lire son état et ceux de ses

Algorithme 1 Unisson asynchrone : algorithme local pour
chaque processus p

Entrées :
N(p) : Tensemble des voisins de p

K : entier strictement positif
Variable :

pce{0,...,K —1}
Prédicat :

behind(a,b) = ((b.c — a.c) mod K) <n
Reégles :

I(p) :: Vq € N(p), behind(p,q) — p.c + (p.c+1) mod K

R(p) :: p.c£0 A (3g € N(p), —behind(p, q)\
—behind(q,p)) — p.c+ 0

voisins, mais peut uniquement modifier son propre état.
Etant donné un paramétre entier X commun 2 tous les pro-
cessus et appelé période, chaque processus p dispose d’une
seule variable p.c € {0, ..., K — 1} qui représente son hor-
loge. La configuration du systeme est ainsi modélisée par le
vecteur associant a chaque processus la valeur de son hor-
loge. L’ensemble des configurations possibles du systeme
sera noté I',, i. L’algorithme local de chaque processus p
est décrit par deux regles de la forme étiquette :: garde —
action. L’ étiquette est uniquement utilisée pour identifier
la regle dans le raisonnement. La garde d’une régle de p
est un prédicat sur I’état de p et ceux de ses voisins. L’ac-
tion correspond a une mise-a-jour de la valeur d’horloge du
processus p. Dans une configuration donnée, la régle d’un
processus est dite activable si sa garde est vraie. Par exten-
sion, un processus est dit activable lorsqu’une de ses regles
est activable. Une configuration ot aucune regle n’est acti-
vable est dite terminale.

Le systtme est asynchrone : tant que le systeéme n’est
pas dans une configuration terminale, des itérations asyn-
chrones sont exécutées comme suit. Un adversaire, ap-
pelé démon distribué inéquitable3, sélectionne un sous-
ensemble non vide de processus activables dans la configu-
ration courante ;. Les processus sélectionnés sont dits ac-
tivés et exécutent simultanément 1’action de 1’une de leurs
regles activables, générant ainsi une nouvelle configuration
vi+1, et ainsi de suite. Une exécution de I’algorithme est
donc une suite maximale (finie ou infinie) de configurations
e =",71, - - - telle que pour tout ¢ > 0, 7; est obtenu a par-
tir de ;1 en une itération asynchrone de 1’algorithme.
Dans I’algorithme 1, le prédicat behind(p,q) est vrai
lorsque le processus p est en retard d’au plus n incréments
par rapport a g. On dira dans ce cas que p a un retard ad-
missible par rapport a g. Ainsi, un processus p est activable
pour ’incrémentation (I (p)) dans une configuration donnée
s’il a un retard admissible avec chacun de ses voisins. Dans
ce cas, si le processus est choisi par le démon, il incrémente
sa valeur modulo K pour rattraper son retard. D’autre part,
un processus p est activable pour la réinitialisation (R(p))

2. Le démon matérialise 1’asynchronisme du systeme.



FIGURE 1 — Configuration initiale convergente -y dans un
anneau orienté de 4 processus avec une période K = 9.
Un processus est grisé lorsqu’il est activable et affiche une
étoile lorsqu’il est activé.

Po | P1 | P2 | P3
Yo | 5 2 0% 3
Y| 5 2 | 1% 3
Yo | 5 [ 2% | 2 3
Y3 | 5 3 12% ] 3
Yo | 5 3% 3 3
Y5 | S 4 | 3% | 3
Y6 | 5 | 4% | 4 3
Y7 | 5 5 4 | 3%
s | S 5 4 4

TABLE 1 — Valeurs des processus pour chaque configura-
tion. Une case est grisée lorsque son processus est activable
et affiche une étoile lorsqu’il est activé.

dans une configuration donnée si sa valeur d’horloge est
non nulle et s’il a un voisin g avec qui son horloge n’est
pas comparable : p n’a pas de retard admissible avec q et g
n’a pas de retard admissible avec p. Dans ce cas, p est acti-
vable pour réinitialiser sa valeur d’horloge a 0 afin de sortir
de cette situation ambigué avec g. On note que les deux
propriétés d’autorisation de 1’algorithme | sont localement
mutuellement exclusive : lorsqu’une des deux regles est ac-
tivable pour un processus, 1’autre ne I’est pas pour ce méme
processus. Ainsi, au plus une régle peut étre applicable pour
un processus a un instant donné.

Dans la suite, nous nous intéressons aux propriétés d’au-
tostabilisation de 1’algorithme. En particulier, on parle de
convergence, définie formellement ci-dessous, quand on
garantit un retour a une configuration légitime de 1’algo-
rithme ou, pour chaque paire de voisins, la différence entre
leurs valeurs d’horloge est d’au plus un incrément. Précisé-
ment, dans une configuration 1égitime, on a p.c € {q.c —
1 mod K, g.c,q.c + 1 mod K}, pour toute paire de voi-
sins p et q. A noter ici que, les horloges étant modulaires,
I’écart entre K — 1 et 0 n’est que d’un seul incrément. De
plus, I’ensemble des configurations légitimes est clos : toute
configuration accessible depuis une configuration légitime
est également légitime.

L’algorithme est démontré convergent (ou autostabilisant)
pour toute période K > n? [1/]. Cependant, lorsque la
valeur de K est inférieure ou égale a n?, I’exécution peut
ne jamais stabiliser. On parle alors de divergence, définie
formellement ci-dessous, quand un cycle de configurations

FIGURE 2 — Configuration initiale divergente g par I’exis-
tence d’un cycle (de configurations illégitimes) dans un an-
neau de 4 processus avec K = 6. Un processus est grisé
lorsqu’il est activable et affiche une étoile lorsqu’il est ac-
tivé.

Po | P1 | P2 | P3
Yo | S | 2% | 0% | 3

yp | 5% | 3% | 1* | 3%
Yo | OF | 4% | 2 | 4%
Y3 1 5 | 2% 5

Y5 2 | 5% | 3 | 5%
Y6 | 2% | O | 3* | O
7 | 3% | OF | 4% | 1*
vg | 4% | 1F | 5% | 2%
Yo | S 2 0 3

TABLE 2 — Valeurs des processus pour chaque configura-
tion avec quatre processus. Une case est grisée lorsque le
processus est activable et une étoile indique le processus
effectivement activé.

illégitimes est exhibé dans un préfixe d’exécutions ou lors-
qu’une exécution atteint un interblocage, c’est-a-dire, une
configuration terminale (illégitime). Un cycle peut étre ré-
pété a I'infini et ainsi donner une exécution ne contenant
aucune configuration 1égitime. Une configuration terminale
viole la spécification de 1’unisson, qui exige que chaque
processus incrémente son horloge infiniment souvent. On
illustre ces différents cas de figures dans les exemples 1, 2
et 3.

Définition 1 (Convergence). L’algorithme de [’unisson
asynchrone exécuté sur un graphe non orienté connexe de n
processus est dit convergent si, a partir de toute configura-
tion initiale, toutes les exécutions possibles atteignent en
un nombre fini d’itérations une configuration 1égitime o,
pour chaque paire de voisins, la différence entre leurs va-
leurs d’horloges est au plus un incrément.

Exemple 1. Considérons un réseau de processus
G=({po,p1,p2,p3}, E) dont la topologie est en an-
neau. Posons K = 9 et supposons la configuration
initiale ~o donnée dans la Figure 1. A partir de ~y, on
obtient le préfixe d’exécution vy, V1, - - . ,ys donné dans la
Table 1. Apres la derniére itération, l’algorithme atteint
une configuration \g légitime puisqu’en particulier, toutes
les valeurs d’horloges ont un écart d’au plus 1.
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FIGURE 3 - Configuration terminale divergente -y, par

I’existence d’un interblocage dans un anneau de 4 proces-
sus avec une période K = 9.

Définition 2 (Divergence). L’algorithme de I’unisson asyn-
chrone exécuté sur un graphe non orienté connexe de n pro-
cessus est dit divergent s’il existe un interblocage (c’est-a-
dire, une configuration terminale) ou une paire de configu-
rations identiques (appelée cycle) dans une exécution asyn-
chrone oun, pour (au moins) une paire de voisins, la diffé-
rence entre leurs valeurs d’horloge dépasse un incrément.

Exemple 2. Considérons un réseau de processus G =
({po,p1,p2,p3}, E) dont la topologie est en anneau. Po-
sons K = 6 et supposons la configuration initiale o don-
née dans la Figure 2. A partir de ~o, on obtient le préfixe
d’exécution g, V1, - - - , Yo détaillé dans la Table 2. Un cycle
de configurations illégitimes apparait a partir de la confi-
guration o.

Exemple 3. Considérons un réseau de processus G =
({po,p1, P2, 03}, E) dont la topologie est en anneau et po-
sons K = 9. La configuration terminale o donnée dans
la Figure 3 est divergente par interblockage puisqu’aucun
processus ne peut étre active.

2.2 Satisfiabilité propositionnelle

Soit X un ensemble de variables propositionnelles. Un lit-
téral est une variable x € X ou sa négation . Une clause
est une disjonction de littéraux. Une formule en Forme Nor-
male Conjonctive (FNC) est une conjonction de clauses.
Une affectation I : X — {vrai, faux} associe a chaque va-
riable une valeur booléenne et peut étre représentée comme
un ensemble de littéraux. Un littéral [ est satisfait par une
affectation [ sil € I, sinon il est falsifié par /. Une clause
est satisfaite par une affectation / si au moins un de ses
littéraux est satisfait par I, sinon elle est falsifiée par I.
Une formule FNC est satisfiable s’il existe une affectation
qui satisfait toutes ses clauses, sinon elle est insatisfiable.
Le probléme de satisfiabilité (SAT) consiste a déterminer si
une formule FNC donnée est satisfiable.

Bien que SAT soit NP-complet [ 7], les solveurs modernes
basés sur 1’algorithme CDCL (Conflict Driven Clause Lear-
ning) [/ Y] sont efficaces et parviennent a résoudre des
instances impliquant un grand nombre de variables et de
clauses. En effet, au dela de I’apprentissage de clauses et du
retour arriere non chronologique, ces solveurs integrent des
mécanismes puissants comme, par exemple, les structures

paresseuses, des heuristiques de branchement dédiées ou
encore les redémarrages [/]. Par ailleurs, le probleme SAT
est largement utilisé pour modéliser et résoudre de nom-
breux problémes combinatoires complexes issus de divers
domaines, notamment en vérification formelle [, | | ] mais
aussi en cryptographie, en bio-informatique et en planifica-
tion [/].

Dans la suite, on s’intéresse a la modélisation du compor-
tement de 1’algorithme d’unisson asynchrone, appliqué a
un graphe connecté. L’ objectif est de modéliser I’exécution
de I’algorithme et de caractériser ses conditions de conver-
gence ou de divergence, a travers des formules logiques
pouvant étre résolues par un solveur SAT.

3 Modélisation formelle d’un algo-
rithme d’unisson asynchrone

On rappelle que le réseau est modélisé par un graphe non

orienté connexe de n > 3 processus, not¢ G = (V, E).
L’ensemble des processus est défini, sans perte de géné-
ralité, par leurs indices V' = {0,...,n — 1}. L’ensemble

des processus voisins 2 p € V dans G est noté N(p). Les
valeurs d’horloge de chaque processus sont contenues dans
Iintervalle M = {0,..., K —1}, ou K estla période. Nous
nous intéressons aux ty premiéres configurations d’une
exécution quelconque de 1’algorithme de 1'unisson asyn-
chrone. Ces configurations sont indexées de 0 a ¢y — 1,
et I’ensemble des indices est noté 7' = {0,...,ty — 1}.
Dans la suite, nous nous intéressons aux contraintes qui en-
cadrent I’exécution de I’algorithme. Ces contraintes doivent
non seulement représenter fidelement 1’évolution du sys-
teéme dans un contexte asynchrone, mais aussi permettre de
détecter sa convergence ou sa divergence.

3.1 Modélisation de I’exécution

Dans un premier temps, nous nous intéressons a la forma-
lisation des contraintes modélisant une exécution valide de
I’unisson asynchrone. Plus précisément, nous décrivons les
variables booléennes permettant de raisonner sur 1’évolu-
tion du systeme et nous décrivons les contraintes permet-
tant de représenter les régles de mise a jour, assurant ainsi
I’évolution correcte des horloges au fil des itérations.

3.1.1 Sur ’unicité des horloges

Pour représenter 1’évolution du réseau au fil des itérations
de I’algorithme, nous introduisons les variables d’horloge
clkpiv,oup € V,t € Tetv € M, qui sont affectées
a vraz si le processus p possede la valeur v dans la confi-
guration ¢. Ces variables permettent de représenter 1’état du
systeéme a chaque étape de I’exécution. Ainsi, pour garan-
tir une exécution valide de 1’algorithme, il est nécessaire
de maintenir 1’unicité de 1’horloge de chaque processus a
chaque itération. Précisément, il faut veiller a ce que chaque
processus posseéde une et une seule valeur d’horloge dans
chaque configuration du systeme. Cette contrainte peut étre
modélisée comme suit :

> lkpin =1,

veM

VpeVvteT (D)



On peut naturellement écrire cette contrainte sous forme
clausale via un encodage binomial classique comme décrit
ci-dessous, nécessitant O (n xt ¢ * K?) clauses mais des for-
mulations plus compactes peuvent néanmoins étre obtenues
grice a I’introduction de variables auxiliaires [(].

N\ (ki Velky ), VpeV,VteT (la)

(v,v')EM?
v<v’

\/ ckpio,

veEM

VpeV¥vteT (1b)

3.1.2 Sur Pautorisation des processus

On s’intéresse ici a la sémantique d’autorisation de mise a
jour des horloges des processus dans I’unisson asynchrone.
Pour cela, nous considérons tout d’abord la modélisation
des retards légitimes entre paires de processus (p, q) € V2
avec p # ¢, définie par le prédicat behind(p, q) = ((¢.c —
p.c) mod K) < n. Pour cela, nous introduisons les va-
riables de retard bhd,, ,; pour p,q € V? tels que p # ¢
et t € T, indiquant que la valeur d’horloge du processus
p est en retard d’au plus n incréments par rapport a celle
du processus ¢ dans la configuration ¢. De plus, afin de
faciliter I’encodage FNC, nous introduisons des variables
de double horloge dclk,, , ;. ., représentant la conjonction
des deux variables d’horloge correspondantes, ¢’est-a-dire
le fait que p possede la valeur v et g la valeur v a I’instant ¢.
Les contraintes suivantes expriment alors que bhd, 4+ est
vraie si et seulement si I’'une des paires (v, u) satisfait
la condition de retard admissible, générant un nombre de
clauses en O(n? * t; x K?) :

bhd,, 4.1 < \ delkp g.ivu

105Uy

v, M?
(uf(v) II)lid K<n 3)

VpeV,Vqge N(p), Vt €T

dclk‘p,q’t’v,u < Clkp,t,v A Clkq,t,u
VpeV,YqgeV\{p}, Yve M? VtcT

On rappelle qu’un processus p € V est activable quand la
garde d’une de ses regles est vérifiée et il peut donc exé-
cuter son action s’il est choisi par le démon. L’algorithme
de I'unisson asynchrone présente deux regles d’autorisa-
tion différentes. Tout d’abord, un processus p est autorisé
a incrémenter son horloge si elle a au plus n incréments
de retard sur les valeurs d’horloge de chacun de ses voi-
sins. Pour représenter cette sémantique, nous introduisons
les variables d’autorisation a I’incrémentation inc, ; o
p € Vett € T qui seront affectées a vraz si le proces-
sus p a un retard admissible par rapport a tous les processus
dans son voisinage N (p) a la configuration ¢. Cette condi-
tion peut alors étre exprimée par la contrainte suivante gé-
nérant O(n? x t ) clauses :

“4)

incp < /\ bhdy 4.1
q€N(p) (5)
VpeV, VteT

L algorithme prévoit également une seconde regle permet-
tant a un processus de réinitialiser sa valeur d’horloge
lorsque sa situation par rapport a ses voisins devient am-
bigué. Plus précisément, un processus p est autorisé a se ré-
initialiser si sa valeur d’horloge est non nulle et s’il existe au
moins un voisin dont la valeur d’horloge n’est pas dans une
relation de retard admissible avec celle de p. Pour représen-
ter cette sémantique, nous introduisons les variables d’au-
torisation a la réinitialisation res, , oip € Vett € T,
qui seront affectées a vras si le processus p est autorisé a
réinitialiser son horloge a la configuration ¢. Cette condi-
tion repose sur I’existence d’un voisin ¢ avec qui I’horloge
de p n’est pas comparable. Pour cela, nous introduisons
les variables de double retard dbhd, , ; indiquant qu’au
moins 1’un des deux processus p et ¢ est en retard admis-
sible par rapport a I’autre. Ces conditions peuvent alors étre
exprimées par les contraintes suivantes générant O (n? xt 7)
clauses :

respy < clkpeo A (\/ dbhdygy)
4EN(p) (6)
VpeV,VteT

dbhdy, ¢+ <> bhdy g+ V bhdg p ¢

(N
VpeV,VteT

3.1.3 Sur P’activation des processus

Dans cette section, nous nous intéressons a la prise en
compte de 1’asynchronisme, qui induit différentes exécu-
tions possibles a partir de chaque configuration. Préci-
sément, 1’asynchronisme du systeme est généré par un
démon distribué inéquitable, qui active a chaque étape
un sous-ensemble arbitraire non vide de processus acti-
vables. Lorsqu’il est activé, un processus modifie sa va-
leur d’horloge conformément aux régles définies dans 1’al-
gorithme | selon son statut d’autorisation (incrémentation
ou ré-initialisation). A Tinstant t, notons A; I’ensemble
des processus activables. Sous un démon distribué inéqui-
table, n’importe quel sous-ensemble non vide de A; peut
étre activé simultanément. Chaque choix de sous-ensemble
correspond donc a une évolution possible du systeme a
partir de la configuration ¢. Le nombre total d’exécutions
possibles a cette étape est alors égal au nombre de sous-
ensembles non vides de A;, soit 214 _ 1. La prise en
compte conjointe de 1’asynchronisme et de la diversité des
configurations initiales induit donc une combinatoire parti-
culierement importante.

Pour modéliser la sémantique de 1’asynchronisme, nous in-
troduisons les variables d’activation act, , ou p € V et
t € T'. Ces variables sont affectées a vraz si le processus p
est activé a la configuration ¢, et leur choix est laissé libre
au solveur pour simuler les décisions d’activation d’un dé-
mon distribué inéquitable. Afin de garantir la cohérence du
modele, deux contraintes doivent étre imposées : un proces-
sus activé doit €tre activable (pour I’incrémentation ou de
la ré-initialisation de son horloge), et I’ensemble des pro-
cessus activés a chaque étape doit étre non vide s’il n’y a
pas d’interblocage. En effet, il convient de souligner qu’un



blocage peut survenir au niveau des mécanismes d’autori-
sation. Dans certaines situations, le systéme peut atteindre
un état dans lequel aucun processus n’est en mesure de pro-
gresser. Dans ce cas, on parle de phénomene d’interblocage
(deadlock), le systeme entre alors dans un état de diver-
gence, caractérisé par 1’absence totale d’évolution du sys-
teme (toute les valeurs d’horloge restent figées).

Dans le modele décrit dans la section 2, lorsqu’un interblo-
cage apparait dans la configuration ¢ d’une exécution, 1’exé-
cution termine : les configurations ¢’ avec ¢’ > ¢ ne sont
pas définies. Or, dans notre modélisation, la plupart des va-
riables sont définies pour toutes les valeurs ¢ € [0..t5 — 1].
Pour palier a ce probleme, nous complémentons toutes
exécutions atteignant un interblocage en ¢ avec un suffixe
constitué de ¢ty — t — 1 configurations identiques a la confi-
guration ¢. Cette astuce nous permettra d’ailleurs de gérer
I’existence d’un interblocage de maniere analogue a I’exis-
tence d’un cycle de configurations illégitimes.

Pour modéliser une situation d’interblocage, nous introdui-
sons les variables d’interblocage dlock; ou t € T. Ces
variables sont affectées a vras si aucun processus n’est ac-
tivable & la configuration ¢. Les trois contraintes sont expri-
mées ci-dessous, introduisant ainsi un nombre de clauses
bornée en O(n *ty) :

acty; — (incp Vrespy), VpeV,vteT (8)
dlock; — \/ act,, VteT )
peV
dlock; < /\ (tncpt NT€SH ), YteT (10)
peV

3.1.4 Sur la mise a jour des horloges

On s’intéresse maintenant a la mise a jour des horloges des
processus a chaque itération de 1’algorithme. On rappelle
que, dans un systeme asynchrone contr6lé par un démon
distribué inéquitable, tous les processus activables ne sont
pas nécessairement activés simultanément, et seuls certains
d’entre eux sont autorisés a modifier leur état en fonction de
la vérification des propriétés d’autorisation. Il est donc né-
cessaire de distinguer les situations possibles afin de modé-
liser fidelement 1’évolution des configurations du systeme.
Plus précisément, a chaque étape ¢, la mise a jour des hor-
loges dépend du statut de chaque processus, en fonction
de son activation et de son autorisation. Un processus peut
donc se trouver dans I’une des trois situation suivantes :
(7) Il n’est pas activable et conserve donc son état courant ;
(4) 11 est activable mais non activé et, dans ce cas, main-
tient également son état inchangé; (ii7) Il est activable et
activé, auquel cas il met a jour sa valeur conformément aux
deux regles de I’algorithme. Ces trois cas couvrent 1’en-
semble des comportements possibles et suivent donc des
regles spécifiques qui sont détaillées ci-dessous.

(i) Processus non activables. Un processus est non acti-
vable a I’étape t lorsqu’il ne vérifie aucune propriété d’au-
torisation : il n’est autorisé ni a incrémenter sa valeur d’hor-
loge ni a la ré-initialiser. Dans ce cas, son état doit rester

inchangé entre les configurations ¢ et ¢ + 1 (en particu-
lier, en cas d’interblocage). Autrement dit, si le processus
p € V ala valeur v dans la configuration ¢ et qu’il n’est
activable pour aucune des deux propriétés d’autorisation
(incy ¢ AT€S, 1), alors il maintient la valeur v dans la confi-
guration ¢ 4+ 1. Cette contrainte est exprimée ci-dessous,
introduisant un nombre de clauses en O(n * tf * K) :

clkpin Nincp s NT€sp 1 — clky 41,0
VpeV,VteT\{t; —1}VYoeV

(i2) Processus activables et non activés. Un processus est
activable mais non activé a I’étape t lorsqu’il est autorisé
a changer de valeur mais qu’il n’est pas sélectionné par
le démon pour exécuter une transition a cette étape. Dans
ce cas, bien que le processus pourrait modifier sa valeur, il
conserve son état actuel, c’est-a-dire que son état reste in-
changé entre les étapes ¢ et t+ 1. Autrement dit, si le proces-
sus p € V possede la valeurv € M al’étapet € T'\ty — 1
et n’est pas activé (act,; = faux), alors il conservera
cette valeur a I’étape suivante. Cette contrainte est repré-
sentée ci-dessous et induit un nombre de clauses borné en
Onx*ty+xK):

an

clkpin Nacty, — clkp 41,0,

12
VpeV,VteT\{ty —1} Vve M 9

On note ici que I'introduction de cette contrainte rend la
contrainte (11) redondante. En effet, par contraposée de
la contrainte (8), un processus non activable ne peut pas
étre activé. Néanmoins, la contrainte (11) est conservée
afin de renforcer le pouvoir de propagation du solveur et
de permettre une mise a jour plus efficace des horloges
des processus non activables. De plus, il est important de
noter qu’en cas d’interblocage, méme si I’exécution cou-
rante doit s’arréter, les processus ne sont pas activés et
conservent donc leurs valeurs jusqu’a I'instant ¢y — 1 grace
a la contrainte (12) (ou (11)), ce qui permettra de détec-
ter les phénomenes de convergence et de divergence décrits
dans la section 3.2.

(ii2) Processus activables et activés. Un processus est ac-
tivable et activé a I’étape t lorsqu’il est autorisé a modifier
sa valeur locale et qu’il est effectivement sélectionné par le
démon pour exécuter une transition a cette étape. Dans ce
cas, le processus met nécessairement a jour son état confor-
mément aux regles de I’algorithme de I’unisson asynchrone
décrites dans I’algorithme 1. Ainsi, chaque processus ac-
tivé doit mettre a jour sa valeur selon son statut d’autorisa-
tion : s’il est autorisé a I’incrémentation, il doit incrémenter
sa valeur modulo K a la prochaine configuration; et, si il
est autorisé a réinitialiser sa valeur, elle doit devenir nulle
a la prochaine configuration. Ces contraintes, décrites for-
mellement ci-dessous, générent un nombre de clauses en
Onx*tyxK):

Clkp,t,v A\ Z.’I’LCp’t A\ actpyt — Clkp7t+17(1)+1) mod K

13
Vpe Vvt e T\{ty —1}, Yoe M (13)

clkp o ATesp s Aacty, s — clkp 41,0

14
Vpe Vvt e T\{ty—1}, Yoe M (14)



Ainsi, ’ensemble des contraintes définies ci-dessus permet
de modéliser de maniere exhaustive toutes les exécutions
valides de ’algorithme asynchrone. L’utilisation conjointe
des variables d’activation et d’autorisation garantit une re-
présentation compacte et efficace des transitions. Dans la
section suivante, nous nous intéresserons a la formalisation
des contraintes permettant d’analyser les propriétés d’au-
tostabilisation de 1’algorithme.

3.2 Analyse de I’autostabilisation

Cette section est consacrée a 1’analyse du comporte-
ment d’autostabilisation de 1’algorithme de 1’unisson asyn-
chrone. Pour ce faire, nous distinguons deux aspects com-
plémentaires : d’une part, la convergence, qui garantit I’at-
teinte d’une configuration légitime a partir de toute configu-
ration initiale en un nombre fini d’itérations; d’autre part,
la divergence, qui permet d’identifier et de caractériser les
exécutions qui ne peuvent pas mener a un état 1égitime.
Cette analyse doit prendre en compte I’ensemble des exé-
cutions possibles induites par 1’asynchronisme de 1’algo-
rithme.

3.2.1 Convergence

Nous rappelons que la convergence est établie si, a partir
de toute configuration initiale, 1’exécution asynchrone de
I’algorithme aboutit a une configuration 1égitime dans la-
quelle la valeur d’horloge de chaque processus p est en re-
tard d’au plus un incrément par rapport a chacune des hor-
loges de ses voisins. Plus précisément, si p possede la va-
leur d’horloge v € M, alors la valeur d’horloge u d’un
voisin ¢ € N(p) appartient nécessairement 2 I’ensemble
{v—1mod K, v, v+ 1 mod K}. On rappelle ici que, les
horloges étant modulaires, 1’écart entre K — 1 et O n’est
que d’un seul incrément. De plus, I’ensemble des configu-
rations légitimes est clos : toute configuration accessible de-
puis une configuration légitime est également 1égitime.
Plut6t que de considérer toutes les exécutions asynchrones
directement, nous raisonnons par contradiction. Nous cher-
cherons a vérifier s’il existe un chemin d’exécution asyn-
chrone issu d’une configuration initiale arbitraire ot 1’algo-
rithme ne converge pas, c’est-a-dire ou la configuration a
I’étape ¢ty — 1 comporte au moins un processus p possédant
la valeur v et un voisin ¢ € N(p) avec une valeur « dont
I’écart par rapport a v est supérieur a un incrément, c’est-a-
direque u ¢ {v—1 mod K, v, v+1 mod K}. Cette situa-
tion viole la propriété de convergence sur 1’écart 1égitime
et il suffit donc de considérer un seul chemin qui échoue
pour aboutir a une contradiction; sinon, tous les chemins
d’exécution asynchrone possibles respectent la propriété de
convergence et 1’algorithme converge au plus tard apres ¢
configurations.

Pour formaliser cette propriété, on introduit les variables
de retard légitime obhd), , ,, pour deux processus distincts
(p,q) € VZetwv € M, qui seront affecté a vrai si le
processus p possede une valeur d’horloge avec un écart
d’au plus 1 par rapport a ¢ a la derniere configuration
ty — 1. Ainsi, la non-convergence est clairement exprimée
par 1’existence d’un couple de processus voisins (p, q) et

d’une valeur d’horloge v € M du processus p a la configu-
ration ¢y —1 tel que g n’est pas en retard 1égitime par rapport
a p (obhd, g, = faux). Pour faciliter la réécriture sous
format FNC, nous introduisons également les variables
d’horloges légitimes oclk, , pour p € Vetv € M, qui
seront affecté a vras si le processus p possede une valeur
d’horloge avec un écart d’au plus 1 par rapport a la valeur v
a la derniere configuration ¢ty — 1. Ces contraintes, permet-
tant I’analyse de la converge, sont présentées ci-dessous,
générant un nombre de clauses borné en O(n? x K) :

\/ obhdy g0
peV (15)

gEN(p)
veEM

obhdy, v > (clkp ;10 V oclkyy)

(16)
VpeV,Vqge V\{p}, we M

OClkp,v A (Cka,tf—Lv \ Clkp,tffl,(vfl) mod K

\% Clkp,tf—l,(v+1) mod K) a7
VpeV,Ywve M

Ainsi, I’algorithme de 1’unisson asynchrone converge sur
un graphe connexe non orienté de taille n en ¢ configura-
tions si et seulement si la formule induite par les contraintes
présentées est insatisfiable. Cette formule permettant d’ana-
lyser la convergence contient globalement O(n? * ¢ s * K?)
clauses.

Théoreme 1. L’algorithme de [’'unisson asynchrone
converge sur un graphe connexe non orienté de taille n
en au plus ty configurations ssi la formule induite par les
contraintes (1-17) est insatisfiable.

3.2.2 Divergence

La divergence de I’algorithme de 1’unisson asynchrone cor-
respond a I’existence d’une exécution qui n’atteint jamais
une configuration 1égitime. Autrement dit, cela implique
nécessairement 1’existence d’un interblocage ou d’un cycle
de configurations illégitimes (puisque 1I’ensemble des confi-
gurations légitimes est clos). En raison de 1’asynchronisme,
chaque configuration peut engendrer plusieurs exécutions
possibles. Ainsi, pour établir la divergence, il suffit de mon-
trer I’existence d’un interblocage ou d’un cycle de configu-
rations identiques et illégitimes le long d’'un méme chemin
d’exécution asynchrone.

Plus formellement, dans le cas d’un cycle, on recherche
deux configurations 0 < ¢ < t3 < ty formant une paire de
configurations identiques et illégitimes. Sans perte de géné-
ralité, on se restreint au cas ou 1 = 0, c’est-a-dire a la com-
paraison entre une configuration atteinte a 1’étape ¢ # 0 et
la configuration initiale. Ce choix est justifié par le fait que
toute configuration peut étre considérée comme initiale, et
donc I’analyse peut toujours étre ramenée a cette configu-
ration. Afin de garantir que le cycle considéré ne contient
que des configurations illégitimes, il suffit d’imposer que la
configuration initiale soit elle-méme illégitime. Comme an-
noncé précédemment, les cas d’interblocage sont également



détecté a 1’aide de cette méthode car, dans notre formalisa-
tion, ils deviennent des cas particuliers de cycles. En effet,
toute exécution atteignant une configuration interbloquée
peut aussi étre ramené a une exécution ou cette configura-
tion illégitime est initiale. Dans ce cas, grace a la conserva-
tion des valeurs d’horloge réalisée dans notre formalisation,
un cycle sera détecté en une seule itération puisque les deux
premieres configurations seront identiques.

Pour raisonner sur I’existence de cycles, on introduit les va-
riables de cycles cyc;, pour t € T, indiquant I’existence
d’un cycle entre la configuration initiale et la configura-
tion ¢. L’existence d’un cycle de configurations illégitimes
est alors modélisée par les contraintes (18) et (19), générant
deux clauses. La premiere clause exprime 1’existence d’au
moins une configuration non initiale formant un cycle tan-
dis que la deuxieme impose que la configuration initiale soit
illégitime (et donc celle a ¢ aussi), en garantissant 1’exis-
tence d’un retard non légitime entre un processus et I’un de
ses voisins.

\/ cyce (18)
teT\{0}
\/ obhdy g
peV (19)
qEN(p)
veM

Il est important de noter que la contrainte (19) a une sé-
mantique légerement différente de celle de la convergence
(cf. (15)) puisqu’on I’applique a la premiere configuration
au lieu de la derniere. 11 est donc nécessaire de mettre a jour
la définition des variables de retard et d’écart 1égitimes afin
prendre en compte cette nouvelle sémantique. De plus, afin
de définir la sémantique des variables de cycle cycy, il est
nécessaire d’imposer que, lorsque cyc; est vraie, la confi-
guration a 1’étape ¢ coincide avec la configuration initiale.
A cette fin, nous introduisons les variables de similarité
d’horloge sim,, ., indiquant que le processus p possede
la valeur v simultanément aux configurations O et ¢. L'en-
semble de ces contraintes sont définies ci-dessous, générant
un nombre de clauses borné en O(n? * t; x K).

obhdy, 4o <> (clkp o, V oclky.y) 20)
VpeV,VqgeV\{p}, Vwve M
oclky, < (clkpow V clkp o, (v—1) mod K

V c”{;p,o,(v+1) mod K) (21)
VpeV, YoeM

cycy \/ SUMyp ¢ 0
veM (22)

vte T\ {0},VpeV

$iMp .0 <> clkp 0.0 A clky iy

23
Vie T\{0},VpeV,Yve M 23)

Ainsi, la formule induite par les contraintes (1-14;18-23)
est satisfiable si et seulement si 1’algorithme de I’unisson
asynchrone diverge en au plus t; configurations. En effet,
un modele de cette formule permet d’exhiber une configu-
ration initiale ainsi qu’une branche de I’arbre des exécu-
tions asynchrone contenant un cycle de configurations illé-
gitimes (y compris en cas d’interblocage). En termes de
complexité, I’encodage global reste du méme ordre que ce-
lui de la convergence, soit un nombre de clauses borné en
O(n? xtyx K?).

Théoreme 2. L’algorithme de !'unisson asynchrone di-
verge sur un graphe connexe non orienté de taille n en
au plus ty configurations ssi la formule induite par les
contraintes (1-14;18-23) est satisfiable.

4 Evaluation expérimentale

Nous avons considéré trois topologies classiques : anneaux,
chaines et étoiles. Pour chaque type de topologie, nous
avons généré différentes instances en variant les tailles
de graphes n de 3 jusqu’a 5 noeuds, et la période K de
n + 1 a n? + 1. Ainsi, on obtient 41 instances de conver-
gence et divergence (CNV et DIV) correspondant respec-
tivement aux formules induites par les contraintes (1-17)
et (1-14;18-23) pour chaque topologie, et totalisant 246
instances. Nous avons utilisé 1’encodage Cardinality Net-
work [3] pour réécrire la contrainte de cardinalité (1)°. En-
fin, on fixe £y = 100 pour toutes les instances. Nos modeles
ont été encodés en Python en utilisant la bibliotheque Py-
SAT* [17]. Nous avons résolu ces instances en utilisant le
solveur Cadical [0]. Les tests ont été réalisés sur la plate-
forme MatriCS°, sur une machine équipée d’un processeur
Intel Core 17 cadencé a 3,80 GHz, sous Ubuntu 22.04. Un
temps limite de 3600 s a été alloué a chaque instance.

Tout d’abord, nous analysons le temps de résolution et le
nombre d’instances résolues sur différentes topologies par
taille de graphe. Les résultats obtenus sont présentés dans
le tableau 3, en fonction de la taille du graphe et de la pro-
priété analysée (convergence/divergence). Par ailleurs, les
figures 4 et 5 illustrent I’évolution du temps de résolution
des instances générées respectivement pour la vérification
de la convergence et de la divergence, en fonction de la
taille du graphe n et de la période K sur les différentes topo-
logies. Il est remarquable que le taux d’évolution du temps
de résolution dans les anneaux est beaucoup plus faible par
rapport aux chaines et aux étoiles.

Les résultats indiquent que, sur I’ensemble des instances
générées, le pourcentages d’instances résolues pour la dé-
tection de la convergence (resp. divergence) est de 97, 56%
(resp. 97,56% ) pour les anneaux, 60, 98% (resp. 85,37% )
pour les chaines et 63,41% (resp. 100% ) pour les étoiles.
Plus précisément, pour les tailles n = 3 et n = 4, toutes les
instances (c’est-a-dire, 7 pour n = 3 et 13 pour n = 5) ont

3. Pour encoder la contrainte Z?zl

O(h) clauses et variables auxiliaires.
4. https://pysathg.github
5. https 2

catalogue—-de-services/compte

l; = 1, cet encodage génere
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https://www.matrics.u-picardie.fr/catalogue-de-services/compte-matrics/
https://www.matrics.u-picardie.fr/catalogue-de-services/compte-matrics/

n #1 Anneaux Chaines Etoiles
CNV DIV CNV DIV CNV DIV
3 7 11.08 [7] 36.87 [7] 14.25 [7] 25.42 7] 12.49 [7] 26.06 [7]
4 13 | 871.83[13] 438.01[13] | 6947.44[13]  2613.05[13] | 2160.56 [13]  1158.38 [13]
5 21 | 1584.10[20] 170.98 [20] 102.51 [5] 18589.88 [15] | 2020.86 [6]  20362.94 [21]
Total | 41 | 2467.01[40] 645.86 [40] | 7064.20 [25] 21228.35[35] | 4193.90 [26] 21547.38 [41]

TABLE 3 — Temps de résolution en secondes pour les topologies en anneau, chaine et étoile. Pour chaque topologie, les
sommes des temps de résolution pour la détection de convergence (CNV) et divergence (DIV) sur toutes les périodes (K)
pour une taille de graphe donnée (n) sont reportées. Pour une taille n donnée, la colonne #I indique le nombre d’instances
générées avec CNV ou DIV et le nombre d’instances résolues est indiqué entre ’[]’.

(a) Anneau (b) Chaine (c) Etoile

FIGURE 4 — Temps de résolution en secondes pour la convergence en fonction du nombre de processus n et de la période K.

(a) Anneau (b) Chaine (c) Etoile

FIGURE 5 — Temps de résolution en secondes pour la divergence en fonction du nombre de processus n et de la période K.
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FIGURE 6 — Résultats de convergence et de divergence de I’algorithme de I’unisson asynchrone sur différents types de graphes
pour des tailles n = 3,4, 5 et périodes K =n +1...n2 + 1.



été résolues a la fois pour la convergence et la divergence
pour toutes les topologies. Avec les graphes de plus grande
taille n = 5, 20 instances de convergence et de divergence
relatives a la topologie en anneau ont été résolues montrant
un comportement divergent. Avec les topologies en chaine
et en étoile, nous remarquons que la résolution est beau-
coup plus difficile surtout dans le cas de la divergence avec
seulement 5 instances dans les chaines (respectivement 6
dans les étoiles) pour le cas de la convergence menant a
une baisse drastique du nombre d’instances résolues. En ef-
fet, seules 5 ou 6 instances sont résolues sur les 21 instances
générées. Par ailleurs, nous remarquons que toutes les ins-
tances ont été résolues dans le cas de la divergence pour les
étoiles. Par contre, seulement 15 instances instances ont été
résolues dans le cas de la divergence pour les chaines.

En terme de temps de résolution, pour un méme nombre
d’instance résolues sur les tailles de graphe de 3 et 4,
nous remarquons que le modele est plus performant sur
les graphes en anneaux que sur les chaines et les étoiles
avec une accélération de 87,32% et de 82,00% par rap-
port aux graphes en chafnes et de 59, 37% et 59, 91% par
rapport aux graphes en étoiles respectivement dans le cas
de la convergence et de la divergence. Pour les graphes de
taille 5, le modele a résolu dans le cas des anneaux 20 ins-
tances de plus entre convergence et divergence par rapport
aux chaines et 13 instances de plus par rapport aux étoiles.

Les résultats présentés dans la Figure 6 illustrent les com-
portements exhibés de I’algorithme d’unisson asynchrone
en termes de convergence et de divergence sur les différents
types de topologies (anneaux, chaines et étoiles) en fonction
de la taille n et de la période K. Les signes (v), (), (D)
et (—) indiquent respectivement que 1’algorithme converge,
diverge, ne diverge pas dans la limite du temps alloué ou
que les instances de convergence et de divergence n’ont pas
été résolues. Pour toutes les topologies, tous les compor-
tements ont pu étre exhibés pour les graphes de taille 3 et
4, révélant une convergence alignée avec les résultats prou-
vés dans [1] lorsque K = n? + 1. En revanche, pour les
graphes de taille 5, certaines instances n’ont pas été réso-
lues dans la limite d’une heure. Ceci est traduit par la com-
plexité accrue du modele dans des graphes de taille plus
grande.

Nous remarquons une tendance claire de convergence et
de divergence pour les topologies et tailles étudiées. Tout,
d’abord, la convergence est constatée pour toutes les ins-
tances résolues avec K = n2 + 1. De plus, on arrive a
constater la divergence pour K = n? pour les anneaux de
taille n € {3,4,5}. Ces résultats s’alignent avec ceux éta-
blis dans [!“] pour la convergence et montrent que la borne
de n? + 1 est optimale dans le cadre général. On remarque
également que la divergence est exhibée pour K < 2n sur
les topologies en chaine et en étoile tandis que les instances
qui ont été résolues au dessus de cette borne sont toujours
convergentes. Ces observations nous conduisent a conjectu-
rer que 1’algorithme de 1’unisson asynchrone est autostabi-
lisant pour la borne raffinée K > 2n + 1 pour les structures
de graphes acycliques.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté une approche formelle
basée sur SAT pour analyser le comportement d’un algo-
rithme autostabilisant d’unisson asynchrone. Plus précisé-
ment, notre étude porte sur la détection des cas ou cet algo-
rithme présente un comportement de convergence ou de di-
vergence. En modélisant les états de 1’algorithme ainsi que
son exécution a 1’aide de contraintes logiques, nous avons
montré comment les solveurs SAT peuvent &tre exploités
pour démontrer I’autostabilisation de I’unisson asynchrone
appliqué a différentes topologies classiques et en tenant
en compte de différentes périodes ou, a défaut, pour exhi-
ber sa divergence. Nos résultats nous ont permis d’établir
I’optimalité de la borne de convergence établie dans [!]
(K = n?+1). Cependant, nos observations laissent conjec-
turer que cette borne pourrait étre raffinée sous certaines
hypotheses sur la structure topologique des réseaux consi-
dérés. En particulier, ’acyclicité pourrait permettre d’obte-
nir une borne de convergence plus précise, notamment pour
des périodes a partir de K = 2n + 1.

Cette étude ouvre la voie a plusieurs pistes de recherche.
Tout d’abord, I’extension de notre analyse a d’autres types
de graphes classiques, tels que les grilles, les tores ou
bien des graphes aléatoires, permettrait d’analyser de facon
plus approfondie 1’impact d’autres topologies distribuées
sur I’autostabilisation de 1’algorithme. Il serait également
intéressant d’étudier d’autres formulations plus compactes
des contraintes afin de réduire la complexité du modele. De
surcroit, pour la contrainte de convergence, il serait inté-
ressant d’envisager une analyse plus fine en établissant des
contraintes redondantes sur 1’ensemble des configurations
au lieu de se focaliser uniquement sur la vérification de la
synchronisation au niveau de la derniere a I’instar de [ ©].
Enfin, il serait pertinent de prouver formellement I’exac-
titude de la borne établie ou encore de la raffiner davan-
tage. Ces perspectives favorisent une compréhension plus
approfondie des dynamiques de synchronisation dans les
systemes distribués asynchrones complexes, et a 1’élabora-
tion de nouvelles méthodes plus optimisées pour couvrir un
spectre plus vaste d’exemples d’applications.
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