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Résumé

MaxSAT est une version d’optimisation de SAT qui consiste
a déterminer le nombre maximum de clauses qu’il est pos-
sible de satisfaire par une affectation des variables. Les cer-
tificats d’optimalité pour les solutions MaxSAT sont essen-
tiels pour la vérification et ont été principalement étudiés a
travers le prisme des systemes de preuve, la max-résolution
étant la regle d’inférence la plus étudiée dans la littérature.
Dans cet article, nous abordons le probléme de la recherche
de réfutations par max-résolution de taille minimale. Nous
proposons une approche basée sur SAT, qui exploite les en-
codages propositionnels pour modéliser la recherche de ré-
futations par max-résolution de taille fixée, tout en respec-
tant les contraintes de compensation et de consommation
de clauses imposées par la regle.
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Abstract

MaxSAT is an optimization variant of SAT that aims to find
an assignment maximizing the number of satisfied clauses.
Certificates of optimality play a key role in the verification
of MaxSAT solutions and are commonly studied through
proof systems, with MaxSAT resolution being the most stu-
died inference rule. In this paper, we study the problem
of computing minimum-length refutations, measured by the
number of inference steps, under the MaxSAT resolution
rule. We propose a SAT-based approach that uses propo-
sitional encodings to model and search for MaxSAT reso-
lution refutations of fixed size, while respecting structural,
consumption, and compensation constraints imposed by the
rule.
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1 Introduction

La satisfiabilité propositionnelle (SAT) et la satisfiabilité
maximum (MaxSAT) sont deux formalismes puissants,
avec une grande capacité d’expression en logique propo-
sitionnelle [/]. Etant donné une formule propositionnelle
en forme normale conjonctive (FNC), le probleme SAT
consiste a déterminer s’il existe une affectation des va-
riables qui satisfait toutes les clauses de la formule. Max-
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SAT est une extension naturelle de SAT sous forme de
probléme d’optimisation. Son objectif est de déterminer le
nombre maximal de clauses pouvant étre satisfaites par une
affectation des variables.
L’importance pratique de MaxSAT a fortement augmenté
ces dernieres années. Ses applications couvrent plusieurs
domaines, notamment la vérification matérielle et logicielle
[15, 29], les problemes de planification et d’ordonnance-
ment [V, 0], ainsi que la bioinformatique [/ |, |7], parmi
d’autres. Cependant, malgré ces avancées, MaxSAT reste
fondamentalement plus difficile a résoudre que SAT, a la
fois sur le plan théorique et pratique. Cette difficulté vient
de la complexité plus élevée liée a la recherche de solutions
et, surtout, a la preuve de leur optimalité.
L’étude des systemes de preuve pour MaxSAT est devenue
un sujet majeur pour mieux comprendre la complexité et les
possibilités de résolution efficace des problemes d’optimi-
sation en logique propositionnelle. Un systeme de preuve
clausal pour MaxSAT est généralement défini par un en-
semble de regles d’inférence, dont les prémisses et les
conclusions sont exprimées sous forme d’ensembles de
clauses. Dans ce cadre, une preuve d’optimalité, souvent
appelée certificat d’optimalité, fournit une garantie formelle
que le cofit retourné par un solveur MaxSAT correspond ef-
fectivement a 1’optimum réel de la formule donnée en en-
trée.
Bien que les réfutations fondées sur la résolution sont bien
établies pour SAT, I’étude systématique et la génération
pratique de tels certificats dans le cadre de MaxSAT ont
recu relativement peu d’attention jusqu’a récemment [, 20,
, 21, 37]. Dans ce contexte, la max-résolution [0], qui
généralise la regle de résolution classique pour SAT [2¢],
est I'un des systemes de preuve les plus étudiés pour Max-
SAT. En particulier, cette regle a été largement utilisée
dans la résolution effective de MaxSAT, notamment dans
les algorithmes de type séparation et évaluation (Branch
and Bound) pour MaxSAT [/, 20, 21], ainsi que dans les
approches MaxSAT basées sur des appels itératifs a des
oracles SAT [ !4, 74]. Des avancées récentes ont également
montré que la max-résolution, lorsqu’elle est complétée par
des regles d’inférence simples, peut produire des preuves de
taille polynomiale pour le principe des tiroirs [ 2, 5].
Cependant, il existe des différences fondamentales entre la
max-résolution et la résolution classique utilisée dans SAT.
En effet, dans SAT, I’insatisfiabilité peut étre démontrée



par une réfutation composée d’une suite d’étapes de réso-
lution qui permettent de dériver la clause vide. La regle
de résolution classique permet a plusieurs étapes d’infé-
rence de partager les mémes clauses prémisses, car ces
clauses restent dans la formule apres chaque inférence. En
revanche, les suites d’étapes de max-résolution sont beau-
coup plus contraintes. En effet, la max-résolution remplace
les clauses prémisses par les conclusions dérivées. Cette
différence de fonctionnement est souvent décrite comme un
« mouvement de connaissances ».[ | /], modifie profondé-
ment la structure et les propriétés des dérivations dans les
preuves pour MaxSAT. De plus, afin de garantir la correc-
tion du raisonnement, la construction de preuves par max-
résolution nécessite des mécanismes de compensation sup-
plémentaires, mis en place par I’introduction de clauses de
compensation. Ces exigences mettent en évidence un écart
fondamental dans notre compréhension de la relation entre
les systemes d’inférence SAT et MaxSAT [, ¢, 75].

Des travaux récents dans [~ 3] ont proposé une approche ba-
sée sur SAT pour calculer les plus courtes preuves de réso-
lution dans le cadre de SAT. Dans cet article, nous lancons
une étude préliminaire visant a étendre cette approche au
cadre de la max-résolution. En nous appuyant sur le cadre
proposé dans [23], nous adaptons I’encodage basé sur SAT
afin de prendre en compte les contraintes supplémentaires
et les propriétés structurelles propres a la max-résolution.
En particulier, nous proposons un cadre pour calculer les
plus courtes réfutations sous la reégle de max-résolution, en
encodant la recherche de réfutations MaxSAT de taille fixée
sous forme de problemes SAT. Notre objectif est d’établir
des bornes précises sur la longueur des preuves d’optima-
lité pour les instances MaxSAT. Cela permet de combler
une lacune identifiée dans la littérature et de construire des
certificats plus courts et plus faciles a interpréter. Plus lar-
gement, ce travail contribue a une meilleure compréhension
de la complexité des preuves dans les variantes d’optimisa-
tion de la satisfiabilité. Il soutient également le développe-
ment de certificats d’optimalité plus courts et plus efficaces
pour les solveurs MaxSAT.

Le reste de cet article est organisé comme suit. La section 2
introduit le probleme (Max-)SAT et présente la regle de
max-résolution. La section 3 présente notre méthodologie
pour la recherche de réfutations minimales. La section 4
détaille I’encodage SAT utilisé pour calculer des réfutations
par max-résolution de longueur fixée. La section 5 présente
nos expérimentations préliminaires ; enfin, nous concluons
et discutons des perspectives de recherche dans la section 6.

2 Preliminaries

2.1 Définitions et notations

Soit X = {z1,x2,...,2,} 'ensemble des variables pro-
positionnelles. Un littéral [ est soit une variable x € X,
soit sa négation —x également notée x. Une clause ¢ =
(I Vg V -+ V i) est une disjonction de k littéraux, et
peut aussi €tre représentée comme un ensemble de litté-
raux. Une formule en forme normale conjonctive (FNC)
¢ =c1 Ncag A--- A ey, est une conjonction de m clauses,

et peut €tre représentée comme un ensemble de clauses.
Une affectation oo :+ X — {0, 1} associe chaque variable
a une valeur booléenne et peut étre représentée comme un
ensemble de littéraux satisfaits. Un littéral [ est satisfait par
une affectation o si | € «, et il est falsifié si =l € «. Une
clause c est satisfaite par une affectation « si au moins ’un
de ses littéraux est satisfait par «; sinon, elle est falsifiée
par «. La clause vide, notée [, ne contient aucun littéral et
ne peut &tre satisfaite par aucune affectation. Deux clauses
c et ¢ sont dites opposées s’il existe un littéral [ € c tel
que -/ € ¢'. Nous notons par var(c) I’ensemble des va-
riables qui apparaissent dans la clause c. Une formule FNC
¢ est satisfaite par une affectation « appelée modele de ¢,
si toutes les clauses de ¢ sont satisfaites par av; sinon, ¢ est
falsifiée. Une affectation « est dite complete si chaque va-
riable de ¢ recoit une valeur; sinon, elle est dite partielle.
Le probléme de satisfiabilité (SAT) consiste a déterminer
s’il existe une affectation des variables qui satisfait une for-
mule FNC donnée ¢. Si une telle affectation existe, ¢ est
dite satisfiable ; sinon, elle est dite insatisfiable.

Le probleme de satisfiabilité maximum (MaxSAT) est une
extension naturelle de SAT sous forme de probleme d’opti-
misation. Il consiste simplement, étant donnée une formule
FNC ¢, a déterminer le nombre maximal de clauses qui
peuvent étre satisfaites par une affectation des variables.
Une définition plus courante dans la littérature consiste a
déterminer le nombre minimal de clauses que toute affec-
tation de ¢ doit falsifier; ce nombre est appelé 1’optimum
de ¢. Formellement, soit cost(¢) le nombre de clauses fal-
sifiées par I’affectation o dans ¢. L’ optimum de ¢ est défini
par opt(¢) = min, cost,(¢). Notons que si une formule
FNC ¢ est satisfiable, alors opt(¢) = 0; sinon, opt(¢) > 1,
car au moins une clause est falsifiée par chaque affectation
de ¢.

2.2 Réfutations par max-résolution

Pour certifier qu’une formule FNC est satisfiable, il suffit de
donner un modele de cette formule. Cependant, pour prou-
ver qu’une formule est insatisfiable, il faut réfuter 1’exis-
tence de tout modele. Le systeme de réfutation le plus
connu pour SAT est basé sur la regle de résolution [10].
Cette régle permet de dériver une clause appelée résolvante
a partir de deux clauses opposées sur un littéral, comme dé-
fini ci-dessous. Cette résolvante peut étre ajoutée a la for-
mule tout en préservant sa satisfaisabilité. Ainsi, une réfu-
tation par résolution d’une formule insatisfiable donnée ¢
est une suite finie d’étapes de résolution qui commence avec
des clauses de ¢ et qui finit par dériver la clause vide [. Les
réfutations par résolution peuvent étre représentées sous
forme de graphe orienté acyclique (DAG), ou les nceuds
représentent les clauses et les arcs représentent les dépen-
dances entre les résolvantes et leurs prémisses.

Definition 1 (Résolution [10]). Efant donné deux clauses
c1 = (zV A) et ca = (—x V B) opposées sur la variable
x, ot A et B sont des disjonctions de littéraux, la regle
de résolution permet de dériver une clause c, appelée la



résolvante, comme suit :
ca=(xVA c=(-zVB)
¢ =(AV B)

Contrairement a SAT, ot les systemes de preuve cherchent
a démontrer I’insatisfiabilité, les systemes de preuve pour
MaxSAT ont un objectif différent. Ils permettent de calcu-
ler I’optimum d’une formule, c’est-a-dire le nombre mini-
mal de clauses falsifiées parmi toutes les affectations pos-
sibles. Plusieurs systemes de preuve complets pour Max-
SAT ont été proposés dans la littérature, notamment la max-
résolution [7] et les tableaux sémantiques [”]. Dans ces
systemes, la formule est réfutée un nombre de fois égal a
son optimum, au moyen de transformations qui préservent
I’équivalence, comme défini ci-dessous.

Definition 2 (Equivalence MaxSAT). Deux formules FNC
¢ et ¢’ sont équivalentes au sens de MaxSAT si, pour toute
affectation o : var(¢) Uvar(¢’) — {0,1}, nous avons

costa (@) = costy ().

L’un des premiers systeémes complets, et aussi ’'un des
plus étudiés pour MaxSAT, est basé sur la regle de max-
résolution. Cette regle étend la régle de résolution clas-
sique de SAT au cadre de MaxSAT. La max-résolution,
définie formellement ci-dessous, prend comme prémisses
un ensemble de clauses opposées et déduit une résolvante,
comme dans la résolution classique. Cependant, deux dif-
férences fondamentales entre la max-résolution et la réso-
lution classique apparaissent afin de garantir la correction
de la regle, au sens de I’équivalence MaxSAT. Premiere-
ment, d’autres clauses sont dérivées en méme temps que la
résolvante. Ces clauses sont appelées clauses de compensa-
tion et doivent étre ajoutées a la formule apres 1’application
de la regle afin de préserver 1’équivalence. Deuxiémement,
contrairement a la résolution classique, ou les prémisses
sont conservées apres chaque étape d’inférence, la max-
résolution consomme ses prémisses. Autrement dit, une fois
les clauses prémisses résolues, elles sont remplacées par
les conclusions dérivées, formées par la résolvante et les
clauses de compensation. Elles ne peuvent donc plus étre
utilisées comme prémisses dans des dérivations ultérieures
sous leur forme initiale.

Definition 3 (Max-résolution [!0]). Etant donné deux
clauses C7 = x vV AetCo = —x V B opposées sur la
variable v, on A = a1V ---VasetB=5b;V---Vb,la
regle de max-résolution est définie comme suit :
Ci=zVA Cyo=—-xVDB
C.=AVB

CCy =z VAV b
CCy =V AV by V —by

CCt:‘TVAVblV"'Vbt,l\/_'bt

CCt+1 =-xV BV -a
Cct+2 =-xVBVaiV asy

CCiys ="V BVaV---Vas_1Vas

Notons que la max-résolution, telle qu’elle est présentée
dans la définition précédente, dépend de 1’ordre des litté-
raux. Autrement dit, selon 1’ordre des littéraux dans les
clauses prémisses, les clauses de compensation dérivées
peuvent avoir des formes différentes. Cependant, toutes ces
formes sont équivalentes. Nous pouvons donc les représen-
ter de maniere abstraite a 1’aide d’une écriture plus com-
pacte de la regle, comme suit :

cp = (xzVA)
¢ =AVB
CCi=xzVAVB
CCy=-xVBVA (Ensemblede compensation 2)

o =(-xzVB)

(Résolvante)

(Ensemble de compensation 1)

ou A= (a)A(arVaz)A---A(a1 V- Vas_1Vas),et
de maniere similaire pour B.

Une réfutation par max-résolution, ou simplement max-
réfutation, est une suite finie d’étapes de max-résolution qui
commence avec les clauses de ¢ et dérive une formule ¢’
telle que O € ¢'. De telles preuves peuvent aussi étre re-
présentées sous forme de DAG, ol les noeuds représentent
les clauses et les arcs représentent les dépendances d’infé-
rence. La faille d’une réfutation est le nombre de ses étapes
d’inférence, c’est-a-dire le nombre total de clauses résol-
vantes générées par la max-résolution.

Example 1. Considérons la formule FNC ¢ = {(—xz1 V
x3), (x1), (71 V 22), (mx2 V —3)}. La figure | illustre
deux max-réfutations valides issues de [©]. Elles se dis-
tinguent par ’ordre dans lequel sont effectuées les étapes
de résolution impliquant la clause non-read-once 1, avec
des tailles égales a 4 pour la dérivation de gauche et a 5
pour celle de droite.

3 Méthodologie

Dans cette section, nous nous intéressons au probleme de la
recherche des plus courtes réfutations par max-résolution.
Cette tache est fondamentalement plus difficile que dans le
cadre de la résolution classique étudié dans [”1], en rai-
son du caractere consommant de la max-résolution, de la
présence de contraintes de compensation et de sa sensi-
bilité a I'ordre des étapes d’inférence. A ce stade, nous
nous limitons aux plus courtes réfutations, plutdt qu’aux
plus courtes preuves d’optimalité de MaxSAT. Néanmoins,
notre approche ouvre des pistes prometteuses pour traiter ce
dernier probleme. Contrairement a la résolution classique,
ou les prémisses peuvent étre réutilisées et ou I’ordre des
littéraux n’a pas d’importance, la max-résolution impose
des contraintes strictes sur ces deux aspects. Cela rend la
recherche systématique de preuves de longueur minimale
non triviale. De maniére similaire a [~ %], nous abordons le
probleme du calcul des plus courtes réfutations par max-
résolution en développant une méthodologie d’encodage
basée sur SAT. Nous expliquons maintenant 1’idée et les
hypotheses centrales avant de présenter I’encodage formel.
Tout d’abord, on veut décider si une formule FNC insatis-
fiable donnée F' admet une réfutation par max-résolution



x1 VT2 VT3
T Vx2 Vs

1 VT3 VI3
T1 Va2 Vs

x1 Va3 VT3
TIVT3 Vs

FIGURE 1 — Deux réfutations possibles par max-résolution pour une méme formule. Les clauses utilisées sont indiquées dans
des bottes, et les clauses de compensation utilisées sont surlignées en gris.

Algorithm 1 Max-réfutation de longueur minimale
Require: Formule insatisfiable I’

1. K1

2: loop

3: ® r = 3 une max-réfutation de F’ de taille K ?
4: (résultat, modele) + SOLVE(® )

5: if résultat = SAT then

6: return (K, modele)

7: else

8: K+ K+1

9: end if
10: end loop

avec exactement K étapes d’inférence. Pour cela, nous
construisons une formule propositionnelle ® i telle que :
— si O est satisfiable, alors on peut extraire, a par-
tir d’une affectation satisfaisante, une réfutation par
max-résolution de F’ de taille K ;
— si g est insatisfiable, alors aucune telle réfutation
n’existe dans I’abstraction capturée par I’encodage.

Comme la profondeur d’une plus courte réfutation n’est pas
connue a 1’avance, nous adoptons une approche itérative sur
la longueur de preuve K, décrite dans ’algorithme 1. A
chaque itération, nous encodons la formule ® i qui repré-
sente I’existence d’une max-réfutation de F' de taille fixée
K. Si le solveur retourne U N SAT, alors K constitue natu-
rellement une borne inférieure stricte sur la taille minimale
de la réfutation. Nous augmentons donc K de maniere ité-
rative, jusqu’a ce que le solveur retourne SAT. Dans ce
cas, nous obtenons la taille optimale de la preuve, et nous
pouvons également extraire la preuve calculée a partir de
I’affectation retournée par le solveur.

Comme la max-résolution est plus complexe que la résolu-
tion classique, nous adoptons des des choix pour des fins
de simplification, qui sont décrits dans la suite. Rappelons
que la max-résolution est un systeéme de preuve destructif :
une fois qu’une clause est utilisée comme prémisse, elle est
consommée et ne peut plus étre réutilisée, sous sa forme
inchangée, plus tard dans la dérivation. Pour représenter fi-

delement ce comportement, notre encodage doit modéliser
explicitement la disponibilité temporelle des clauses ainsi
que leur consommation. De plus, a chaque étape d’infé-
rence, une application de la max-résolution produit une ré-
solvante et plusieurs clauses de compensation dérivées de
chaque parent. La principale difficulté consiste donc a re-
présenter ce qui reste disponible apres chaque étape d’in-
férence. Les clauses standards sont simples a représenter,
car elles sont soit encore disponibles, soit déja consom-
mées. Les clauses de compensation sont plus difficiles a
gérer, car elles forment des ensembles structurés dont 1’uti-
lisation future dépend des littéraux déja fixés par les étapes
précédentes et des littéraux qui peuvent encore participer a
des résolutions ultérieures. Pour capturer cela sans énumé-
rer explicitement tous les descendants possibles des clauses
de compensation, nous représentons chaque ensemble de
compensation, comme dans la forme condensée de la max-
résolution, par une paire (F, R), ol :

— Festlapartie fixe, contenant les littéraux déja enga-
gés et qui persistent dans toute clause future extraite
de cet ensemble de compensation ;

— R est la partie restante, contenant les littéraux en-
core actifs et pouvant étre consommés plus tard.

Intuitivement, F' enregistre I’ historique irréversible de 1’en-
semble de compensation, tandis que R représente son po-
tentiel restant pour la recherche de preuve. Cette abstraction
traite donc les clauses de compensation sous la forme F' VR,
constituant ainsi le choix de modélisation central de notre
cadre. En toute généralité, utiliser un ensemble de compen-
sation comme parent peut le diviser en plusieurs descen-
dants, selon la position du pivot et la clause extraite de 1’en-
semble. Encoder directement toutes ces possibilités condui-
rait a une forte explosion combinatoire. Pour cette raison,
nous limitons notre attention a trois schémas de transition
canoniques, suffisants pour notre procédure de recherche de
preuve. L'un de ces cas repose en plus sur une restriction
de plus grande clause, afin d’éviter qu’un parent de com-
pensation ne génére plusieurs descendants simultanément.
Cette restriction simplifie I’encodage, mais elle implique
aussi que notre cadre calcule les plus courtes réfutations



dans le systéme de transition restreint que nous encodons.
Plus précisément, lorsqu’un ensemble de compensation
(F, R) est sélectionné comme parent & une étape d’infé-
rence, la clause extraite doit contenir le pivot avec la bonne
polarité pour le coté choisi de I’inférence : a gauche, la
clause extraite doit contenir x, tandis qu’a droite elle doit
contenir —x. La transition dépend alors de la maniere dont
ce pivot est obtenu a partir de I’ensemble de compensation.
Pour éviter toute ambiguité, nous adoptons la convention
suivante dans cette section : x désigne toujours la variable
pivot sélectionnée a 1’étape de résolution courante, tandis
que y désigne un littéral non pivot choisi dans la partie res-
tante R lorsqu’un tel choix est nécessaire. De plus, sauf
mention contraire, nous supposons que le parent gauche
fournit le pivot positivement et que le parent droit le fournit
négativement. Sous cette convention, nous distinguons trois
cas canoniques, selon la position du pivot dans la structure
de compensation.

Cas 1 : le pivot est déja dans la partie fixe. Supposons
d’abord que I’ensemble de compensation soit utilis€ comme
parent gauche. La clause extraite doit donc contenir le pivot
positif z. Si z € F, alors le pivot apparait déja dans toutes
les clauses représentées par 1I’objet de compensation. Dans
ce cas, il n’est pas nécessaire de consommer le pivot depuis
la partie restante. Ala place, nous consommons un autre
littéral y € R, avec y # x, et nous extrayons la clause

FvazV-y.

L’ensemble de compensation mis a jour (F’, R’) est donné
par

F'=F, R =R\{y.

Intuitivement, le pivot est hérité de la partie fixe. La transi-
tion réduit donc seulement la partie restante. C’est le cas le
plus simple, car le pivot ne modifie pas la structure interne
de I’ensemble de compensation.

Example 2. Soient F = {x,a} et R = {b, ¢}, et supposons
que le parent gauche doive fournir le pivot x. Comme x €
F, nous pouvons choisir y = b et extraire la clause vV a VvV
—b. L’ensemble de compensation obtenu est ({z,a}, {c}).

Cas 2 : le pivot est dans la partie restante avec la polarité
opposée. Supposons encore que ’ensemble de compensa-
tion soit utilisé comme parent gauche et qu’il doit fournir le
pivot positif z. Si ¢ F mais -z € R sous une forme qui
permet une extraction directe, alors le pivot est obtenu en
consommant ce littéral depuis la partie restante. La clause
extraite est
FVa.

L’ensemble de compensation mis 2 jour (F’, R’) est alors
donné par
F' = F U {-a}, R' =R\ {-z}.

Intuitivement, le littéral pris dans la partie restante est
consommé et devient une partie de I’historique fixe avec

la polarité opposée. Cela reflete le fait qu’une fois que 1’en-
semble de compensation a été utilisé pour fournir le pivot a
partir de la partie restante, ce choix devient irréversible.

Example 3. Soient F = {a} et R = {—x, b}, et supposons
que le parent gauche doit fournir le pivot x. Nous extrayons

la clause a V x. L’ensemble de compensation mis a jour
devient ({a, —~z}, {b}).

Cas 3 : le pivot est dans la partie restante avec la méme
polarité. La situation la plus délicate apparait lorsque 1’en-
semble de compensation est utilisé comme parent gauche,
que la clause extraite doit contenir x, et que x n’est pas
déja disponible dans la partie fixe, mais apparait avec la
méme polarité dans la partie restante, c’est-a-dire z € R.
Extraire x de la partie restante peut alors nécessiter de divi-
ser ’ensemble de compensation en plusieurs descendants.
Pour garder I’encodage compact, nous ne représentons pas
ce cas dans toute sa généralité. A la place, nous limitons la
transition a la forme de plus grande clause

FVaV(R\{y})V -y,

pour un certain littéral choisi y € R, puis nous mettons a
jour I’ensemble de compensation comme suit :
F' =F, R =R\ {y}.

Intuitivement, ce cas simule 1’effet d’'une consommation
dans la partie restante sans générer explicitement plusieurs
objets de compensation successifs. La restriction de la plus
grande clause n’est donc pas une propriété intrinseque de la
max-résolution, mais plut6t une restriction de notre cadre
d’encodage introduite pour contrdler 1’espace de recherche.

Example 4. Soient F' = {a} et R = {z,b,c}, et suppo-
sons que le parent gauche doit fournir le pivot x. Au lieu
de diviser la structure de compensation, nous choisissons
y = b et nous extrayons la clause

aVaxVeV—b.

L’ensemble de compensation mis a jour est donc
({a},{z,c}).

Supposons maintenant que nous extrayions plutét la clause
a V x V —b, c’est-a-dire sans inclure les autres littéraux
restants de R. Cette clause correspond a I'utilisation d’un
préfixe partiel de la partie restante. Dans ce cas, les clauses
restantes, ¢’est-a-dire a NV —x et aV x \V ¢V —b, ne peuvent
pas étre représentées par un seul ensemble de compensa-
tion successeur : il faut distinguer les clauses qui incluent c
de celles qui ne 'incluent pas. Cela conduit a une division
de ’ensemble de compensation en plusieurs descendants,
chacun représentant un sous-ensemble différent des litté-
raux restants. En revanche, ’extraction de la plus grande
clause détermine de maniere unique la structure résiduelle,
qui peut étre représentée par un seul ensemble de compen-
sation.



Nous remarquons que les cas 1 et 2 ne nécessitent jamais
de division : dans le cas 1, le pivot est déja présent dans
la partie fixe et donc disponible globalement, tandis que
dans le cas 2, le pivot complémentaire est directement retiré
de la partie restante et transféré vers la partie fixe. Seul le
cas 3, oll  apparait positivement dans la partie restante R
sans étre déja fixé, introduit un choix de branchement sur
la quantité de R a déplier avant d’utiliser . La restriction
de la plus grande clause résout cette ambiguité en sélection-
nant une seule option canonique, ce qui garantit que chaque
parent de compensation produit exactement un seul descen-
dant de son coté. Les deux premiers cas correspondent di-
rectement a des manieres naturelles d’extraire le pivot de la
partie fixe et la partie restante. Le troisieme cas est une res-
triction volontaire utilisée pour éviter un branchement sur
plusieurs descendants de compensation. Par conséquent, la
minimalité dans notre cadre est régie par la sémantique de
transition de la forme de plus grande clause, ce qui peut
entrainer un surcotit dans la taille des preuves générées.

4 Modélisation formelle des max-
réfutations de longueur fixée

Avant de présenter les contraintes une par une, nous don-
nons d’abord une vue d’ensemble de 1’encodage. Un mo-
dele de @i représente une réfutation par max-résolution
de taille exactement K, dans le systeéme de transition res-
treint de la section 3. Plus précisément, pour chaque étape
t € {1,..., K}, le modele spécifie : (i) une variable pi-
vot, (ii) un parent gauche et un parent droit, chacun pouvant
&tre soit une clause standard, soit un ensemble de compen-
sation, (iii) le contenu de la résolvante produite a I’étape
t, (iv) les objets de compensation générés a cette étape, et
(v) I’état de disponibilité de tous les objets pour les étapes
futures. Pour capturer ces informations, nous introduisons
d’abord plusieurs familles de variables, puis nous organi-
sons les contraintes en couches sémantiques, afin de garan-
tir que chaque étape correspond a une inférence valide.

4.1 Univers et variables

Afin de garantir un indexage correct, nous utilisons les uni-
vers suivants :

— X : ensemble des variables de la formule.

— 8§ ={1,..., K} : indices des étapes d’inférence.

— D ={1,...,M + K} : indices des clauses stan-
dards, ou T = {1,...,M} sont les indices des
clauses initiales de la formule d’entrée, et J =
{M +1,...,M + K} sont les indices des résol-
vantes générées pendant la dérivation.

— C ={1,...,2K} : indices des ensembles de com-
pensation, ou les ensembles générés a I’étape ¢ sont
indexés par 2¢ — 1 pour I’ensemble de compensation
gauche, et par 2t pour I’ensemble de compensation
droit.

AT étape t, seuls les objets créés strictement avant ¢ peuvent
étre sélectionnés comme parents. Nous définissons donc les
ensembles disponibles suivants afin de garantir la cohérence

temporelle :
D'={ieD|i<M+t}

Ct={keC|k<2t—1}

Nous pouvons maintenant définir les variables proposition-
nelles utilisées dans 1’encodage :

Variables de sélection.

— Uy : la variable x € X est sélectionnée comme
pivot aI’étape t € S.

— st 4,78t al’étape ¢, la clause standard ¢ € Dt est
sélectionnée comme parent gauche/droit.

— lecgp,recy, - a I'étape t, I'ensemble de com-
pensation k € C! est sélectionné comme parent
gauche/droit.

Variables de contenu.

— PSg,i, NSz - le littéral x, respectivement —x, appa-
rait dans la clause standard 7 € D.

— peeky g, neckFy iy 0 le littéral x, respectivement
—z, appartient a la partie fixe de I’ensemble de com-
pensation k a 1’étape ¢.

— peeRy g ¢, necRy i ¢ ¢ le littéral x, respectivement
-z, appartient a la partie restante de I’ensemble de
compensation k a I’étape t.

Variables de disponibilité.
— asy,; : la clause standard 7 est disponible a 1’étape ¢.
— accy ) : 'ensemble de compensation k est dispo-
nible a I’étape ¢.
— accxy ) al’étape t, un littéral sur la variable x est
consommé depuis la partie restante de 1’ensemble
de compensation k.

4.2 Sémantique de sélection

Nous imposons d’abord la validité structurelle de la déri-
vation. A chaque étape, exactement une variable pivot est
sélectionnée, avec exactement un parent gauche et exac-
tement un parent droit. Les parents peuvent étre soit des
clauses standards, soit des ensembles de compensation. De
plus, le méme objet ne peut pas étre sélectionné des deux
cotés de I’inférence.

VteS:

> v =1 (1)
TEX

Z Ise; + Z lecr, =1 2)
ieDt kect

Z TSt + Z rece, =1 3)
i€D? kecCt

Ist,i V T5e, VieD' (4
lee NV Tecr vkEecCt (5

Pour chaque parent de compensation sélectionné, au plus
une variable peut étre consommée depuis sa partie restante.
Cela impose qu’un objet de compensation évolue selon une
seule transition a chaque étape d’inférence.



vVt € S,VkeCl:
Z accy g < 1. (6)
reX

Enfin, un objet ne peut étre sélectionné comme parent que
s’il est disponible a I’étape courante. Cette condition s’ap-
plique a la fois aux clauses standards et aux ensembles de
compensation.

Ve S, Vie D' (7)
VieS,VkeCt (8)

(Isti VTsy;) = asy,

(lecyk Vreer ) = acey

Les contraintes (1)—(8) garantissent la cohérence structu-
relle de chaque étape d’inférence. La contrainte (1) sélec-
tionne exactement une variable pivot. Les contraintes (2)
et (3) sélectionnent respectivement un parent gauche et un
parent droit. Les contraintes (4) et (5) empéchent la méme
clause standard ou le méme ensemble de compensation
d’étre sélectionné des deux cotés de la méme inférence. La
contrainte (6) garantit qu’un parent de compensation sélec-
tionné consomme au plus une variable depuis sa partie res-
tante. Enfin, les contraintes (7) et (8) garantissent que seuls
les objets disponibles peuvent étre sélectionnés comme pa-
rents.

4.3 Sémantique FNC

Nous encodons maintenant le contenu des clauses standards
et assurons la cohérences des objets traités. D’abord, pour
chaque clause initiale ¢ € Z et chaque variable z € &, la
valeur de vérité des variables de contenu correspondantes
est fixée par la formule d’entrée.

DSz siz € C}, D3z sinon, 9
NSg.i six € Cf, NSz, sinon. (10)
Ensuite, nous imposons la cohérence des polarités : aucune
variable ne peut apparaitre avec les deux polarités dans la

méme clause standard, dans la méme partie fixe ou dans la
méme partie restante.

DSgi V Ny Vie J,Vre X (11)
peckFy eV necky e VieS,Vekel, Ve e X (12)
pecRy g VnecRy e Ve S,VeelC, Ve e X (13)

Enfin, nous imposons la séparation entre la partie fixe et
la partie restante. Autrement dit, un littéral peut appartenir
soit a la partie fixe, soit a la partie restante d’un ensemble
de compensation, mais jamais aux deux.

Ve e X, Vte S,VkeC:

pecky gt V peeRy ¢ (14)
pecky e V necRy i+ (15)
necky 1 V pecRy 1+ (16)
nccFy gt V necRy iy (17

Les contraintes (9) et (10) initialisent le contenu des clauses
d’entrée selon la formule originale. Les contraintes (11)—
(13) imposent une cohérence locale des polarités, en garan-
tissant qu’aucune variable n’apparait avec les deux polari-
tés dans une méme clause standard, une méme partie fixe
ou une méme partie restante. Enfin, les contraintes (14)—
(17) garantissent que les parties fixe et restante de chaque
ensemble de compensation sont disjointes.

4.4 Sémantique d’inférence

Dans cette section, nous imposons la sémantique de la max-
résolution. Par convention, dans la suite de I’encodage, la
polarité du pivot est fixée comme suit : le parent gauche
doit contenir la variable pivot = avec une polarité positive,
tandis que le parent droit doit la contenir avec une polarité
négative. Pour les clauses standards, cette exigence est di-
recte : si une clause standard est sélectionnée comme parent
gauche, elle doit contenir x; si elle est sélectionnée comme
parent droit, elle doit contenir —z.

Vt € S,Vxr € X,Vie D'
(Isti Nvgt) = DS (18)
(rse; Nvge) == NSy, (19)

Pour les ensembles de compensation, la situation est plus
subtile, car un objet de compensation (F,R) représente
une famille de clauses plutét qu'une seule clause. Ainsi,
les contraintes suivantes ne doivent pas étre interprétées
comme imposant que plusieurs littéraux apparaissent si-
multanément dans une méme clause concrete. Elles ex-
priment plutdt une condition d’admissibilité : un ensemble
de compensation peut servir de parent pour le pivot x lors-
qu’il contient assez d’information pour extraire une clause
concrete ou le pivot apparait avec la polarité requise par le
coté sélectionné.

Plus précisément, le pivot peut étre justifié par I’'un des trois
cas de transition introduits dans la section 3 :

— le pivot est déja présent dans la partie fixe
(pccFy i 1—1 pour le parent gauche, nccFy -1
pour le parent droit), ce qui correspond au cas 1;

— le pivot apparait dans la partie restante avec la po-
larité requise par le coté sélectionné (pccRy g t—1
pour le parent gauche, nccR;  ;—1 pour le parent
droit), ce qui correspond au cas 3;

— le pivot complémentaire apparait dans la par-
tie restante (nccR, i ¢—1 pour le parent gauche,
pecR,; i, +—1 pour le parent droit), ce qui correspond
au cas 2.

Les contraintes suivantes imposent cette condition d’admis-
sibilité pour les parents de compensation.

vte S\ {1},Vo € X,Vk € C":

(lecry Nuge) =

(pccFy g4—1V pecRy -1 V nccRy g i—1) (20)
(rece e Nvgy) =

(nchx’k’t,l VpceRy k-1 V nccRx’kyt,l) 21



Les contraintes (20) et (21) garantissent donc qu’un en-
semble de compensation sélectionné est admissible comme
parent pour le pivot choisi. La clause concrete extraite de
I’ensemble de compensation, ainsi que la mise a jour de
sa représentation (F’, R'), sont ensuite déterminées par les
contraintes de transition introduites ci-dessous.

De plus, la variable pivot elle-méme est éliminée par réso-
lution. Elle ne doit donc pas apparaitre dans la résolvante
obtenue, ni dans la partie restante des ensembles de com-
pensation générés, comme précisé dans les contraintes (22)
a (24).

Vte S,Vx € X :

Uzt = DSz, M+t NSz M+t (22)
Vgt = pcclgai—1,¢ ANccRy oi—1 (23)
Vgt = pcclg art AncclRy o (24)

Nous nous focalisons maintenant sur la sémantique de tran-
sition apres I’application d’une étape de max-résolution.
Nous distinguons ici deux cas : (i) une clause standard
comme parent et (ii) un ensemble de compensation comme
parent.

(i) Clause standard comme parent. Si une clause standard
est sélectionnée comme parent, le littéral pivot est transféré
vers la partie fixe de I’ensemble de compensation corres-
pondant, tandis que chaque littéral non pivot est copié a
la fois dans la résolvante et dans la partie restante de cet
ensemble de compensation. Les contraintes suivantes dé-
crivent cette mise a jour pour une clause standard sélection-
née comme parent gauche.

VteS,Vie DV e X :

(IS¢i ANPSz,i Nz y) = pecFyoi 14 (25)

(Ist;i NPSzyi NUgyr) = (psm,Mth A pCCRa:,Qtfl,t)
(26)

(Ist,i Anszi Ngg) = (nsg a4t AnccRy 2i-14)
27

(Isti ANDSz,i AiSe;) = (pecFyae—14/

necFy ai-14 A pccRyoi—14 AnccRy2i-14) (28)

La contrainte (25) stocke le littéral pivot dans la partie fixe
de I’ensemble de compensation gauche généré a I’étape .
Les contraintes (26) et (27) copient chaque littéral non pi-
vot du parent gauche sélectionné a la fois dans la résolvante
et dans la partie restante de 1’ensemble de compensation
gauche généré. Enfin, la contrainte (28) garantit que les va-
riables absentes du parent sélectionné n’apparaissent pas
dans I’ensemble de compensation gauche généré.

Les contraintes pour une clause standard sélectionnée
comme parent droit sont obtenues de maniére symétrique,
en stockant le pivot négatif dans la partie fixe de I’ensemble
de compensation droit 2¢, et en copiant tous les littéraux
non pivots dans la résolvante et dans la partie restante cor-
respondante.

(ii) Ensemble de compensation comme parent. Lors-
qu’un ensemble de compensation k est sélectionné comme

parent, une variable doit étre consommée depuis sa par-
tie restante. Avec la contrainte (6), introduite dans la sé-
mantique de sélection, les contraintes suivantes imposent
qu’exactement une telle variable soit consommée. De plus,
une variable ne peut étre consommée que si au moins 1’une
de ses polarités apparait dans la partie restante de 1’en-
semble de compensation sélectionné.

Vte S,VkeCt:

leery, = \/ accTy ¢ (29)
rxeX

rCCy ) = \/ acCTy ¢k (30)
reEX

VteS,VkelCl,Vr e X :
acCTy tf = (pcch};m_l VnccRLk,t_l) (€2))

Les contraintes (29) et (30) exigent qu’un parent de com-
pensation sélectionné consomme une variable depuis sa
partie restante. Combinées avec la contrainte (6), elles ga-
rantissent qu’exactement une variable est consommée. La
contrainte (3 1) garantit que cette consommation est bien dé-
finie, c’est-a-dire que la variable consommée apparait réel-
lement dans la partie restante de I’ensemble de compensa-
tion sélectionné.

Si le pivot complémentaire est directement disponible dans
la partie restante, il doit étre consommé. En revanche, si le
pivot apparait dans la partie restante avec la polarité requise
par le coté sélectionné, alors la consommation directe du
pivot lui-méme est interdite. Dans ce cas, la transition de
plus grande clause doit étre utilisée, et un autre littéral de la
partie restante doit étre consommé.

VieS,VkeCl Ve e X:

(lece ks N Vg AnccRy gi—1) = accy ik (32)
(recip A Ugt ANPecRy g i—1) = GCCTq 4k (33)
(lece ks N Vg ApecRy k1—1) = GCCTzik (34)
(rece s ANvg e AnccRy ji—1) = GCCTz ik (35)
(lece ks ANpecRy ki—1 AnccRg ji—1) = GCCTz ik
(36)
(recep A pecRy g i—1 AnccRy k1—1) = GCCTo1.%
(37)
(lecy), NTCCLE) = ACCTzik (38)

Les contraintes (32) et (33) encodent le cas de consom-
mation directe. Du c6té gauche, le parent sélectionné doit
fournir le pivot positif x. Ainsi, si -z apparait dans la par-
tie restante, il s’agit du pivot complémentaire et il doit étre
consommé. Symétriquement, du coté droit, le parent sé-
lectionné doit fournir le pivot négatif —z; donc, si x ap-
parait dans la partie restante, il doit étre consommé. Les
contraintes (34) et (35) interdisent la consommation directe
du pivot lorsqu’il apparait dans la partie restante avec la po-
larité requise par le coté sélectionné. Cela correspond a la
transition de plus grande clause : le pivot reste disponible



dans la clause extraite, et un autre littéral de la partie res-
tante doit &tre consommé a sa place. Les contraintes (36) et
(37) indiquent qu’aucun littéral sur la variable x ne peut étre
consommé depuis un parent de compensation sélectionné
si aucune polarité de x n’apparait dans sa partie restante.
Enfin, la contrainte (38) garantit qu’aucune consommation
n’est associée a un objet de compensation qui n’est pas sé-
lectionné comme parent a 1’étape ¢.

Les contraintes suivantes, ¢’est-a-dire (39) a (42), décrivent
comment la partie fixe d’un parent de compensation gauche
sélectionné est propagée. Si un littéral appartient déja a
la partie fixe de ’ensemble de compensation sélectionné,
alors il reste fixé dans le nouvel ensemble de compensation
gauche généré. De plus, si ce littéral ne porte pas sur la va-
riable pivot, il est aussi copié dans la résolvante. Cela reflete
le fait que les littéraux fixes sont présents dans toutes les
clauses représentées par I’objet de compensation, et contri-
buent donc a la clause parent extraite, sauf s’ils sont élimi-
nés comme pivot.

VteS,VkeCl\Vr e X :

(lecsp NpecFy g s—1) = pecFy i 14 (39)
(lece e ANnecFy g i—1) = necFgp o1y (40)
(lece s NpecFy jpt—1 NTUgt) = DSz M+t (41)

(lecp .k AnccFy g i—1 ANTgg) = NSy M+t (42)

Les contraintes (49) et (50) encodent la transition de plus
grande clause pour un parent de compensation gauche sé-
lectionné. Lorsque le pivot est justifié par son occurrence
dans la partie restante avec la polarité requise, la variable
consommeée n’est pas le pivot lui-méme. Ainsi, tout autre
littéral non consommé de la partie restante est copié dans la
résolvante. Cela réalise I’extraction de la plus grande clause
décrite dans la section 3, tout en évitant la création de plu-
sieurs objets de compensation successeurs.

VteS,VkeCl Ve, ye X, x#y:

(lcee ks NaCCT4 1 A PeCRy -1 A Uyt APCcRy 1 t—1)

= DSz, M+t 49)
(lece ks NACCT 416 A NCCRy kt—1 AUy ApPecRy k1—1)
= NSz M+t (50)

Enfin, la contrainte (51) traite les variables qui n’appa-
raissent pas dans le parent de compensation sélectionné. Si
aucune polarité d’une variable n’apparait dans la partie fixe
ni dans la partie restante de ’ensemble de compensation
parent, alors aucune polarité n’est introduite dans le nouvel
ensemble de compensation gauche généré. Cela empéche la
création de littéraux parasites pendant la transition.

Vte S, VkeCl' Ve e X :

(lcctvk/\—'pchz,k’tfl/\—mchz,k,tq/\ﬂpcchyk,tfl/\ﬂncchyk,tfl)
Les contralnte.s SulVaIlt(?S,/(Llﬁ) a (;4()), preglsent Ueffet de (—pecFy 2t—14A-nccFy 21 4 A—pccRa 2114 A-nccRe 2t—11)
la consommation d’un littéral depuis la partie restante d’un 51

parent de compensation gauche sélectionné. Lorsqu’un lit-
téral positif sur la variable = est consommé depuis la partie
restante, le littéral négatif correspondant est ajouté a la par-
tie fixe du nouvel ensemble de compensation. Symétrique-
ment, consommer un littéral négatif ajoute le littéral positif
a la partie fixe. Si la variable consommée n’est pas le pivot,
le littéral complémentaire est aussi ajouté a la résolvante.
Ainsi, ces contraintes encodent la mise & jour irréversible
de I’objet de compensation apres la consommation d’un lit-
téral de sa partie restante.

VteS,VkeCl.Vx e X :

(accxy i NPeCRy g t—1) = necFy o1, (43)

(accxyp s AccRy k1—1) = pecFyp o141 (44)

(accxy i NPCCRy -1 NUzi) = NSz pm+t  (45)

(accxypk AnccRy g -1 NUzyi) = DSen+t (46)
Les contraintes (47) et (48) garantissent que chaque litté-
ral de la partie restante qui n’est pas consommé persiste
dans la partie restante du nouvel ensemble de compensa-
tion gauche généré. Ainsi, la transition retire uniquement
la variable consommée de la partie restante active, tout en

conservant les autres littéraux disponibles pour les étapes
d’inférence futures.

VteS,VkelCl Vre X

(leey, NaCCT4 1 APCCRy k4—1) = pccRy 2114
47)

(leer s NacCTp 5 ANCCRy k1—1) = ncecRgo1—14
(48)

Notons que les regles de transition omises pour un parent
de compensation droit sont obtenues par symétrie avec le
cas gauche.

4.5 Persistance conditionnelle et dynamique
destructive

Si un ensemble de compensation n’est pas sélectionné
comme parent a 1’étape ¢, son contenu persiste a 1’étape
t 4 1. Les contraintes suivantes implémentent cette condi-
tion séparément pour la partie fixe et la partie restante, a
la fois pour les littéraux présents et pour les variables ab-
sentes.

vte{l,..., K —1},VkeC,Vz e X :
(mleep N —rees s NpecFy ) = pecFy g1 (52)
(mlecew N —reee i AnecFy k) = necFyp g1 (53)
(mleegw N —reee i ApecRy k) = pecRy k11 (54)
(mleey e N —reeg AneeRy k) = necRy ki1 (35)
(mleep, N —reee iy N —pecFy iy A —necFy ) =
(mpecFy k41 A ~necFy i i41) (56)
(mpecRy ko N —necRy k) =
(—pceRy k141 N —necRy k141) (57)

Les contraintes (52) a (55) encodent la persistance positive
des ensembles de compensation non sélectionnés. Si un en-
semble de compensation k n’est utilis€é ni comme parent
gauche ni comme parent droit a I’ étape ¢, alors chaque litté-
ral présent dans sa partie fixe ou dans sa partie restante est



préservé a I’étape t + 1. Ainsi, les objets de compensation
non utilisés restent inchangés au fil des étapes d’inférence.
Les contraintes (56) et (57) encodent la persistance négative
correspondante. Si aucune polarité d’une variable x n’ap-
parait dans la partie fixe, respectivement dans la partie res-
tante, a 1’étape ¢, alors aucune telle occurrence n’est intro-
duite a I’étape ¢ + 1 uniquement par persistance. Ensemble,
ces contraintes garantissent que le contenu d’un ensemble
de compensation ne peut changer que lorsque cet ensemble
est sélectionné comme parent; sinon, la présence et 1’ab-
sence des littéraux sont propagées a I’étape suivante.

De plus, I’encodage impose la dynamique destructive re-
quise par la sémantique de la max-résolution. En particu-
lier, une clause standard est consommée des qu’elle est uti-
lisée comme parent, comme décrit par les contraintes (58)
et (59).

vte{l,...,K —1},Yie D":

(Isgi Vrsy;) = @831 (58)

Q51 = ASi+1,4 59)
Pour les ensembles de compensation, la disponibilité dé-
pend de leur partie restante. Plus précisément, un ensemble
de compensation reste disponible tant que sa partie res-

tante est non vide, comme indiqué dans les contraintes (60)
et (61).

vte{l,...,K —1},YkeC:

/\ pecly .y AnccRy g
reX

= QCCi11,k (60)

accy, = QCCii1,k 61)

Ainsi, les contraintes (52) a (61) imposent une évolution
temporelle cohérente des objets de preuve. Les ensembles
de compensation non sélectionnés persistent sans change-
ment. Les clauses standards sélectionnées sont consom-
mées. Les ensembles de compensation restent disponibles
uniquement tant qu’ils contiennent encore des informations
actives dans leur partie restante.

4.5.1 Condition de réfutation
Rappelons que nous traitons ici des max-réfutations. Nous
devons donc garantir que la derniére clause déduite est vide.

La contrainte (62) assure cette propriété en vérifiant que la
derniere résolvante ne contient aucun littéral.

DSo, M+K NSy M+ K Ve e X (62)

5 Expérimentations

Nous menons des tests préliminaires afin d’évaluer la va-
lidité et I’efficacité de notre cadre pour identifier les plus
courtes max-réfutations. La méthode a été implémenté en
Python en utilisant la bibliotheque PySAT [ ! 5]. Nous avons
encodé les contraintes de cardinalité en FNC a I’aide de ré-
seaux de cardinalité [|]. Pour chaque valeur de K, la for-
mule FNC correspondante @ a été générée puis résolue
avec le solveur SAT Cadical [*]. La recherche a été effec-
tuée de maniere incrémentale : pour une formule d’entrée

TABLE 1 — Recherche incrémentale de la plus courte ré-
futation de ¢ dans I’exemple 1. La longueur minimale est
K* = 3. Laligne K = 4 est reportée comme une exécution
supplémentaire de validation.

Etape (K) Statut Variables CNF Clauses CNF

K=1 UNSAT 93 343

K=2 UNSAT 177 734

K*=3 SAT 276 1205

K=4 SAT 390 1756
donnée, nous résolvons 1, P9, ... jusqu’a trouver le pre-

mier encodage satisfiable. Cette premiere valeur satisfiable
est notée K*. Lorsqu’une affectation satisfaisante est re-
tournée, nous extrayons la preuve correspondante et nous
la validons avec un vérificateur indépendant. Ce vérifica-
teur vérifie les parents sélectionnés, la cohérence du pivot,
la correction de chaque résolvante et la dérivation finale de
la clause vide. Toutes les expérimentations ont été réalisées
sur une machine équipée d’un processeur Intel Core i5 a
2.4GHz, avec 4 cceurs et 8GB de RAM.

Nous avons d’abord considéré la formule ¢ = {(—z; V
x3), (x1), (71 V x2), (-x2 V —23)} de 'exemple 1. Les
résultats du solveur au fil des itérations sont résumés dans
le tableau |. Le modele a correctement identifié X = 3
comme la plus courte longueur de réfutation, avec une
preuve plus courte que celles montrées dans la figure 1, ti-
rées de [“]. Cela confirme la correction de notre sémantique
d’inférence. Nous avons extrait la preuve a partir de I’affec-
tation retournée par le solveur lors de la derniere itération
afin d’obtenir la max-réfutation illustrée dans la figure 2.

Nous avons également effectué une exécution supplémen-
taire de validation avec K = 4. Cette exécution ne fait
pas partie de la recherche, puisque le minimum est déja
atteint pour K* = 3. Elle sert plutdt a vérifier que ’en-
codage peut retrouver I’'une des dérivations montrées dans
la figure |, qui utilise une inférence sur une clause de com-
pensation. Dans cette exécution, le solveur retourne SAT et
produit une dérivation dans laquelle la clause de compensa-
tion (x1 V —x3), générée en résolvant (x1) avec (—zy V
x3), est ensuite sélectionnée comme prémisse pour dériver
(z2 V —z3), c’est a dire qu’on obtien une preuve identique
a celle illustrée a gauche dans la figure 1. Cette expérience
supplémentaire confirme que note encodage permet de cap-
turer des max-réfutations qui utilisent explicitement des in-
férences basées sur les clauses de compensation.

Ensuite, nous avons considéré des instances issues du prin-
cipe des tiroirs. Rappelons que ce probleme affirme que n
pigeons doivent étre placés dans 1 > h < n tiroirs sans
qu’au moins deux pigeons partagent le méme tiroir. Nous
notons PHP(m,h) la formule indiquant que m pigeons
doivent étre placés dans h tiroirs, chaque pigeon étant af-
fecté a au moins un tiroir, et aucun deux pigeons ne parta-
geant le méme tiroir. Cette famille est un benchmark clas-
sique en complexité des preuves, et elle est connue pour étre
difficile pour les systemes basés sur la résolution, y compris
pour la max-résolution [0].



FIGURE 2 - Plus courte max-réfutation pour la formule de
I’exemple 1 (les clauses de compensation sont omises, car
elles ne sont pas utilisées).

TABLE 2 — Résultats expérimentaux pour I’encodage res-

treint vérifié de la max-résolution.
Instance V| |C| Lit. K* Temps(s) Valide

Exemple | 3 4 7 3 0.0 v
PHP(2,1) 2 3 4 2 0.0 v
PHP(3,1) 3 6 9 2 0.0 v
PHP(4,1) 4 10 16 2 0.1 v
PHP(5,1) 5 15 25 2 0.1 v
PHP(3,2) 6 9 18 10 1800.0 v
PHP(4,2) 8 16 3210 3635.4 v

Pour la plus petite instance du principe des tiroirs,
PHP(2,1), le cadre identifie correctement une plus courte
réfutation de taille K* = 2. En effet, la formule contient
les clauses (z1), (z2) et (mz1 V —x2); une premiere étape
de résolution dérive une clause unitaire négative, puis une
deuxieme étape dérive la clause vide. La méme longueur
optimale est obtenue pour PH P(3,1), car deux pigeons
suffisent déja pour obtenir une contradiction lorsqu’il n’y a
qu’un seul tiroir. L'instance P H P(3,2) est beaucoup plus
difficile. Le solveur prouve qu’aucune réfutation n’existe
pour K < 10 dans I’espace de recherche encodé, puis
trouve une réfutation correcte pour K = 10. A partir des
clauses initiales du principe des tiroirs, le certificat extrait
dérive la clause vide a travers une séquence de dix étapes
de résolution. Pour PH P(4,2), le cadre trouve également
une réfutation de longueur K = 10. Bien que cette ins-
tance contienne plus de variables et de clauses, le certificat
extrait utilise seulement un sous-ensemble des clauses ini-
tiales, en particulier celles liées au nombre de tiroirs A, cor-
respondant a un cceur insatisfiable déja présent dans la for-
mule. Cela explique pourquoi PHP(3,2) et PHP(4,2)
admettent toutes deux des réfutations de méme longueur
dans le cadre actuel fondé sur le cceur de résolution.

Les résultats complets sont résumés dans le tableau 2. Pour
chaque instance, nous indiquons le nombre de variables
|V], 1e nombre de clauses |C|, le nombre total de littéraux,
la longueur de la plus courte réfutation K*, le temps to-
tal d’exécution, ainsi que la validation ou non de la preuve
extraite par le vérificateur indépendant. Dans 1’ensemble,
ces expériences fournissent une premiere preuve de concept

pour le cadre proposé. Le solveur réussit a prouver des
bornes inférieures pour toutes les valeurs K < K™, trouve
une réfutation pour K*, et produit des preuves acceptées
par un vérificateur indépendant.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit un cadre formel basé
sur SAT pour identifier les plus courtes réfutations par max-
résolution. Nos résultats préliminaires confirment que le
modele est correct et qu’il est capable de calculer des max-
réfutations de taille minimale pour des petites formules.
Plusieurs pistes restent a explorer dans les travaux futurs.
Tout d’abord, nous prévoyons d’étendre notre évaluation
expérimentale en considérant un ensemble plus large d’ins-
tances, des encodages de cardinalité plus compacts et des
solveurs plus compétitifs. De plus, nous souhaitons généra-
liser ’encodage en supprimant notre hypothese restrictive
de plus grande clause, en intégrant des regles simples sup-
plémentaires connues pour améliorer I’efficacité de la max-
résolution [ | V], et en étendant notre cadre au calcul des plus
courtes preuves d’optimalité pour les instances MaxSAT.
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