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Résumé

Les modéles d’apprentissage automatique déployés dans
des domaines critiques nécessitent des explications com-
préhensibles. Les explications abductives identifient des en-
sembles minimaux de caractéristiques garantissant une dé-
cision, mais souffrent de deux limitations : dépasser les li-
mites cognitives humaines et ignorer les préférences utili-
sateur (actionnabilité, équité, coiit). Les explications pro-
babilistes réduisent la taille via une erreur contrdlée, tan-
dis que les explications préférées integrent les préférences;
cependant, ces approches restent disjointes. Nous introdui-
sons le premier cadre unifiant ces paradigmes : des ex-
plications probabilistes préférées équilibrant contraintes
cognitives, précision probabiliste et préférences utilisateur.
Nous formulons le probleme via une scalarisation pondé-
rée (WPPE) et une optimisation de Pareto (PPPE), prou-
vons la NP-dureté pour les arbres de décision, et exploi-
tons la supermodularité pour établir des garanties d’ap-
proximation. Nous proposons trois algorithmes complé-
mentaires : la descente gloutonne pondérée (WGD) avec
ratio (eP» — 1) /py, I'énumération de la frontié¢re de Pareto
(PFE) pour I’exploration interactive des compromis non-
dominés, et 'algorithme lexicographique stratifié (LSA)
pour les préférences ordinales strictes. Notre cadre per-
met une navigation rigoureuse dans l’espace des compro-
mis Pareto-optimaux entre limites cognitives et préférences
utilisateur.
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Abstract

Machine learning classifiers deployed in critical domains
require comprehensible explanations. Abductive explana-
tions identify minimal feature sets guaranteeing a decision
but suffer from two limitations : exceeding human cog-
nitive limits and ignoring user preferences (actionability,
fairness, cost). Probabilistic explanations reduce size via
controlled error, while preferred explanations integrate pre-
ferences; however, these approaches remain disjoint. We
introduce the first framework unifying these paradigms :
preferred probabilistic explanations that balance cogni-

tive constraints, probabilistic accuracy, and user prefe-
rences. We formulate the problem via weighted scalariza-
tion (WPPE) and Pareto optimization (PPPE), prove NP-
hardness for decision trees, and exploit supermodularity to
establish approximation guarantees. We propose three com-
plementary algorithms : weighted greedy descent (WGD)
with ratio (eP* —1) /p, Pareto frontier enumeration (PFE)
for interactive exploration of non-dominated trade-offs, and
lexicographic stratified algorithm (LSA) for strict ordinal
preferences. Our framework enables rigorous navigation of
the Pareto-optimal trade-off space between cognitive limits
and user preferences.
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1 Introduction

1.1 Motivation et Contexte

Les Classifieurs d’apprentissage automatique sont de plus
en plus déployés dans des domaines a enjeux élevés tels que
la santé [ ], la justice pénale [ '], 'octroi de préts et les
décisions d’emploi [/ /]. Ces modeles, incluant les arbres de
décision, les foréts aléatoires et les réseaux de neurones, ont
démontré des performances prédictives remarquables dans
diverses applications.

Cependant, avec leur déploiement dans des secteurs cri-
tiques, la capacité d’expliquer les décisions des modeles est
devenue essentielle pour la transparence, la confiance et la
conformité réglementaire (droit a I’explication du RGPD,
loi européenne sur I’'TA). Ce besoin a conduit au dévelop-
pement de I’IA Explicable (XAI), avec 1’adoption générali-
sée de méthodes agnostiques post-hoc populaires telles que
LIME [ "], SHAP [ ] et les explications contrefactuelles
[©/]. Ces méthodes reposent sur des perturbations locales
ou la théorie des jeux sans tenir compte de la structure du
modele.

Malgré leur popularité, les méthodes agnostiques souffrent
de limitations fondamentales : elles peuvent générer des ex-
plications identiques pour des prédictions opposées [/, ',

], manquent de fondements théoriques rigoureux [ "], et
présentent une sensibilité aux perturbations des entrées [ '].



Ces faiblesses compromettent la fiabilité dans les contextes
critiques ou les décisions ont des conséquences significa-
tives.

Notre travail s’inscrit dans le cadre de I’XAI Formelle
[ ], fournissant des explications mathématiquement va-
lidées avec des garanties de fidélité et de robustesse. La
forme la plus prominente est celle des explications abduc-
tives, qui identifient des ensembles minimaux de caractéris-
tiques dont la fixation des valeurs garantit la méme prédic-
tion indépendamment des autres caractéristiques. Chaque
caractéristique est nécessaire et collectivement suffisante
pour justifier la décision.

Cependant, deux défis interdépendants émergent :

Défi 1 : Surcharge Cognitive. Méme les explications mi-
nimales peuvent contenir trop de caractéristiques pour étre
traitées cognitivement. [ '] ont établi que les humains ne
peuvent traiter simultanément que 7 4 2 éléments, une li-
mite affinée a seulement 4 éléments pour les tiches de rai-
sonnement complexe [ | '].

Défi 2 : Hétérogénéité des Préférences. Toutes les carac-
téristiques ne sont pas également pertinentes, et la méme
explication peut convenir a un utilisateur mais pas a un
autre. L’utilité d’une explication dépend du profil utilisa-
teur, de son expertise et du contexte de décision, notamment
en ce qui concerne I’interprétabilité, I’actionnabilité et les
contraintes éthiques [ ']. Ignorer cette hétérogénéité peut
conduire a des explications formellement correctes mais
non informatives pour les utilisateurs finaux, comme I’illus-
trent les scénarios suivants :

— Scénario A (Diagnostic médical) : Un patient non
expert préfere des explications avec des termes mé-
dicaux courants, tandis qu’un médecin est a 1’aise
avec cette terminologie.

— Scénario B (Demande de prét) : Certaines ca-
ractéristiques, telles que dge > 50, ne sont pas
actionnables, tandis que d’autres, comme le ratio
dette/revenu > 0,6, peuvent étre modifiées.

— Scénario C (Applications sensibles au coiit) :
Dans les contextes industriels et médicaux, cer-
taines variables reposent sur des capteurs ou des
tests colteux, limitant leur utilisation dans les ex-
plications.

1.2 Le Manque dans la Recherche Actuelle

Les travaux existants traitent la concision et la compré-
hensibilité de maniere disjointe. Les explications proba-
bilistes [ ', ~©, © 1, *, 00, 12, [, 7] relaxent I’exactitude
via une erreur controlée e, réduisant la taille pour respec-
ter les limites cognitives, mais traitent toutes les caractéris-
tiques uniformément sans intégrer les préférences utilisa-
teur. A I'inverse, les explications préférées [ '] intégrent
les préférences (coflit, actionnabilité, équité) [, =, 0]
mais requierent € = 0, produisant de longues explications
mal adaptées aux besoins diversifiés des parties prenantes

Lo

1.3 Contributions

Nous proposons le premier cadre raisonné unifiant les ex-
plications probabilistes et les préférences utilisateur. Notre
approche calcule des explications qui sont simultanément
courtes (via une erreur contrdlée €), précises (avec des ga-
ranties probabilistes explicites) et alignées sur les préfé-
rences (optimisant I’ utilité).

Contributions algorithmiques. Nous développons trois
algorithmes complémentaires exploitant la supermodula-
rité : la Descente Gloutonne Pondérée (WGD) opti-
mise un objectif scalarisé avec un ratio d’approximation
(ePv — 1) /p, ; 'Enumération de la Frontiére de Pareto
(PFE) explore efficacement les compromis non-dominés
sans recherche exhaustive; et 1’Algorithme Lexicogra-
phique Stratifié (LSA) gere les préférences ordinales via
des niveaux de priorité avec des garanties en temps polyno-
mial.

Contributions théoriques. Nous établissons : (i) la NP-
difficile de WPPE pour les arbres de décision, (ii) la pré-
servation de la supermodularité sous pondération des pré-
férences — cruciale pour nos garanties d’approximation, et
(iii) la tractabilité en temps polynomial pour les arbres de
décision malgré la dureté générale, permettant une implé-
mentation pratique.

2 Préliminaires

Problémes de classification. Nous considérons une clas-
sification binaire booléenne avec d caractéristiques. Soit

[d] = {1,...,d} les indices des caractéristiques et X, =
{z1,...,z4} 'ensemble des caractéristiques. Chaque ins-
tance * = (z1,...,74) € {0,1}¢ est classifiée par h :

{0,1}¢ — {0, 1}. Nous supposons que le lecteur est fami-
lier avec I’apprentissage supervisé et les arbres de décision.

Explications Abductives et Probabilistes. Une explica-
tion abductive' pour x est un sous-ensemble de caracté-
ristiques S C [d] tel que toute instance y coincidant avec
@ sur S satisfait h(y) = h(x). Une raison suffisante est
une explication abductive minimale. Ces explications pou-
vant étre longues, les explications probabilistes [/, © "] re-
laxent la correction via une erreur controlée. La fonction
d’erreur py, (S) compte les instances y oll ys = g mais
h(y) # h(x). L erreur normalisée

uel) = i)
mesure la proportion de complétions incompatibles. Un en-
semble S est une explication probabiliste de niveau € si
€na(9) <e.

Explications Préférées. Toutes les explications ne sont pas
également utiles. Les explications préférées ['] tiennent
compte des préférences utilisateur (actionnabilité, coft,
contraintes) [/, ~0] via des pondérations de caractéris-
tiques ou des préférences ordinales. Nous utilisons des

1. Contrairement a [’ '], nous ne nous restreignons pas aux explica-
tions abductives minimales au sens de I’inclusion ensembliste.



colits additifs : z; regoit un poids w(z;) € RT, donnant
cost(S) = ;e g w(xs).

Fonctions Sous-modulaires. Une fonction f : 2[4 — R
est monotone si f(S) < f(T) (croissante) ou f(.S) > f(T)
(décroissante) pour tout S C 7. Elle est supermodulaire
si la perte marginale Ly(i | S) = f(S) — f(S\ {i})
satisfait Ly(i | S) > Lg(i | T) pour tout S C T et
1 € S, intuitivement, retirer un élément impacte davan-
tage les petits ensembles. Une fonction est sous-modulaire
si I’inverse est vérifi€ ; modulaire si les contributions sont
additives. La courbure mesure 1’écart a la modularité et est
cruciale pour les garanties d’approximation. Pour f positive
et I C [d] non-vide : ¢f(I) = 1 — min;e; W
On a cs(I) € [0,1], ot ¢y (I) = O indique la modularité
et cy(I) = 1 la super/sous-modularité maximale. Pour f
supermodulaire décroissante, cy(I) < 1 garantit une ap-
proximation a facteur constant sous contraintes de cardina-
lite [, 50

2.1 Travaux Connexes

Notre travail s’inscrit dans un courant de recherche connu
sous le nom d’IA explicable formelle (XAl formelle) [ -,

, | 0], qui étudie les explications dotées de garanties prou-
vables [~ 1, o, =, |1, [U].

Explications Abductives et Probabilistes. [ ' ©] ont carac-
térisé les raisons suffisantes pour diverses classes de mo-
deles, avec des algorithmes efficaces pour les arbres de dé-
cision [/, 7/, | '], les foréts aléatoires [, ('], les modeles
linéaires [ "/, ~''], les ensembles d’arbres [ '] et les réseaux
de neurones [/, 0]. Sur le versant probabiliste, Wald-
chen [ '] ont prouvé la NPPP—complétude pour les circuits
booléens, Arenas et al [ '] ont montré la NP-complétude
pour les arbres de décision, et [ '] ont exploité la sous-
modularité pour 1’approximation avec des garanties for-
melles.

Explications Préférées et Multi-Objectifs. [/, ] sou-
ligne I'importance de I’interprétabilité personnalisée. [']
ont intégré les contraintes de cofit, d’actionnabilité et
d’équité [0, ], mais se restreignent aux explications
exactes (¢ = 0). Notre travail généralise cette approche en
autorisant € > 0 via un compromis paramétré par A, géré
par WGD pour les préférences quantitatives et LSA pour
les préférences ordinales. [/'] a considéré I’optimisation
multi-objectifs pour les contrefactuels; notre PFE étend
cela aux explications probabilistes sur I’espace de Pareto
(e, cost), en s’appuyant sur I’optimisation sous-modulaire
[+5, °°] pour une approximation efficace des problemes
NP-difficiles.

3 Formulations du Probléme

3.1 Probleme Principal

Le nombre d’explications abductives peut croitre exponen-
tiellement avec les caractéristiques, méme pour des mo-
deles simples comme les arbres de décision et les ensembles
d’arbres [/, */, 7, "], rendant ’analyse exhaustive im-
praticable. Certaines sont longues et difficiles a interpré-

ter [, 0], tandis que d’autres peuvent ne pas refléter les
préférences utilisateur. Pour résoudre ce compromis, nous
considérons les explications probabilistes préférées, qui au-
torisent une erreur probabiliste contr6lée e pour réduire la
taille tout en intégrant explicitement les préférences utilisa-
teur sur les caractéristiques.

Définition 3.1 (Explications Probabilistes Préférées). Etant
donné un Classifieur h : {0,1}¢ — {0,1}, une instance
x € {0,1}% et une fonction de poids w : X4 — R
modélisant les préférences utilisateur, une explication pro-
babiliste préférée est un sous-ensemble S C [d] minimi-
sant I’erreur probabiliste €, ,,(S) tout en optimisant le coiit
cost(S) = D ;g w(w;) sous la contrainte |S| < k.

Le probleme central calcule des sous-ensembles de taille
au plus k réalisant des compromis optimaux entre préci-
sion et satisfaction des préférences, conduisant aux formu-
lations par scalarisation pondérée et optimisation de Pareto
ci-dessous.

3.2 Probleme de Scalarisation Pondérée
(WPPE)

La premiere approche agrege les deux objectifs — erreur
probabiliste et cofit de préférence — en une seule fonction
objectif via un parametre de compromis \.

Probleme 3.2 (WPPE — Explications Probabilistes Préfé-
rées Pondérées). Entrée :
— Un Classifieur h : {0,1}¢ — {0,1}
— Une instance z € {0,1}? a expliquer
— Un ensemble candidat de caractéristiques I C [d]
— Une limite de taille k < |I| reflétant les contraintes
cognitives
— Une fonction de poids w : Xq — R encodant les
préférences
— Un parametre de compromis A\ > 0 contrélant I’im-
portance relative du coilt

Sortie : Un sous-ensemble de caractéristiques S™* résolvant

S* € argmin [ep,4(S) + A - cost(S)]
SCI,|S|<k

Interprétation : Le paramétre A\ agit comme un taux de
change entre les objectifs : A = 0 privilégie exclusivement
la minimisation de I’erreur (en ignorant les préférences),
tandis qu’un grand A favorise les explications a faible cofit
au détriment de la précision. Puisque nous minimisons le
colt de préférence, les caractéristiques non préférées re-
coivent des poids élevés tandis que les caractéristiques pré-
férées recoivent des poids faibles. Cette formulation est par-
ticulierement adaptée lorsque les utilisateurs peuvent expri-
mer explicitement leurs préférences sous forme de com-
promis quantitatif, comme c’est souvent le cas dans les
contextes médicaux.

Remarque 3.3 (Cas particuliers et complexité). WPPE gé-
néralise les explications probabilistes classiques : lorsque
A = 0, ou lorsque les préférences sont uniformes (w(x;) =
¢ pour tout i) et que la taille |S| est fixée exactement a



k, le probleme se réduit a mingcy,s|<i €n,2(S). Puisque
ce probleme est NPPP-complet pour les classifieurs CNF
[ ]—strictement au-dessus de NP—WPPE hérite de cette
difficulté.

Proposition 3.4 (Complexité). Le probleme WPPE est
NP-difficile lorsque le Classifieur h est représenté par un
arbre de décision et I est une raison suffisante.

3.3 Probleme d’Optimisation de Pareto
(PPPE)

La seconde formulation évite de choisir A a priori en consi-
dérant I’ensemble complet des compromis optimaux, ap-
pelé frontiere de Pareto [ (']. Contrairement a la scalarisa-
tion pondérée qui agrege les deux objectifs en une fonction
scalaire, I’approche de Pareto minimise simultanément 1’er-
reur probabiliste €, ,(-) et le cotit de préférence cost(-) sans
privilégier I’'un ou I’autre.

Définition 3.5 (Dominance de Pareto). Soient deux expli-
cations S, S" C I avec |S|,|S’| < k. On dit que S domine
au sens de Pareto S/, noté S <p S’, si et seulement si :

€ne(S) < ena(S') et cost(S) < cost(S),
avec au moins une inégalité stricte.

Définition 3.6 (Optimalité de Pareto). Une explication S C
I avec |S| < k est Pareto-optimale si aucune autre expli-
cation S" C I de taille au plus k ne la domine, c’est-a-dire
qu’il n’existe pas de S’ tel que S’ <p S. L’ensemble de
toutes les explications Pareto-optimales constitue la fron-
tiere de Pareto, notée Py,

Probleme 3.7 (PPPE — Explications Probabilistes Préférées
de Pareto). Entrée :
— Un Classifieur h : {0,1}¢ — {0, 1}
— Une instance z € {0,1}? a expliquer
— Un ensemble candidat de caractéristiques I C [d]
— Une limite de taille k < |I| reflétant les contraintes
cognitives
— Une fonction de poids w : Xq — RT encodant les
préférences

Sortie : La frontiere de Pareto Py, ou une approximation de
celle-ci, i.e., I’ensemble (ou sur-ensemble) de toutes les ex-
plications Pareto-optimales de taille au plus k par rapport
aux objectifs de minimisation €j, 4 (-) et cost(-).

Avantages de ’approche de Pareto. Cette formulation
offre plusieurs avantages. Premierement, elle ne nécessite
aucune spécification a priori du compromis, adaptée aux
préférences mal définies ou évolutives ['(']. Deuxieéme-
ment, elle permet une exploration interactive : les utilisa-
teurs examinent la frontiere Py, et sélectionnent leur com-
promis préféré. Troisiemement, elle révele les points de
coude [ "] ou les taux de substitution erreur-colit changent
brusquement. Enfin, contrairement a la scalarisation pondé-
rée qui capture un seul point par A, elle fournit une caracté-
risation complete des solutions non-dominées.

4 Algorithmes d’ Approximation

Nous présentons maintenant trois algorithmes complémen-
taires pour résoudre efficacement les problemes WPPE et
PPPE, en exploitant systématiquement la structure mathé-
matique sous-jacente.

4.1 Propriétés Structurelles

Notre approche algorithmique repose fondamentalement
sur une propriété de supermodularité relaxée de piy, ., éta-
blie dans [ '], en notant que ¢y, , n’est ni supermodulaire
ni monotone en général.

Lemme 4.1 (Préservation de la Supermodularité). Soit
[ 2l — Rt une fonction supermodulaire et mo-
notone décroissante. Soit w : Xq — R une fonction de
poids. Définissons la fonction objectif pondérée :

AA(S) = e (S) + A w(ay)
icS
Alors fx(-) est supermodulaire, positive et monotone dé-

croissante pour tout A > 0 satisfaisant :

)\ S )\* = min Mh:I(S) - :uh,z(s U {Z})
scld s ()

4.2 Algorithme 1 (WGD)

Notre premier algorithme résout WPPE via une stratégie de
descente gloutonne, en retirant itérativement les caractéris-
tiques qui minimisent I’augmentation de la fonction objectif
pondérée.

Algorithm 1 Descente Gloutonne Pondérée (WGD)
Require: Classifieur h, instance x, ensemble initial 7, li-
mite k, poids w, parametre A
Ensure: Explication Swgp C I avec |Swop| < k
n<+ |I|,S, < I
2: for j = n jusqu’a 1 do
3:  for chaque caractéristique ¢ € S; do
Calculer la marge : A; = f1(5; \ {¢}) — /r(5;)
end for
i 4 argmingc g A;
Sj-1 4= 8\ {i"}
Stocker la paire (S}, €5, 5 (S;)) pour évaluation ulté-
rieure
9: end for
10: retourner SwcD S
argming . g, <x [€n,2(S;) + A - cost(S;)]

AN

Intuition algorithmique. L’algorithme démarre avec 1’en-
semble complet I (qui peut étre une raison suffisante) et
retire itérativement la caractéristique dont la suppression
cause la plus petite dégradation de la fonction objectif pon-
dérée. Ce processus génere une séquence emboitée I =
Sp D Sp1 D - D S1 D Sy = 0, et I'algorithme re-
tourne finalement la meilleure solution parmi celles-ci.



Proposition 4.2 (Garantie d’ Approximation). Soit A < \*
tel que défini dans le Lemme 4.1, de sorte que f) est su-
permodulaire, monotone décroissante et positive sur 27,
Soit S* € argmingc; |si<i fA(S) une solution optimale
de WPPE, et soit ¢, la courbure de fy sur 2L. Alors I’al-
gorithme WGD retourne une solution Sygp satisfaisant :

Ir(Swep) = €n,x(Swep) + A - cost(Swep) < ayy - f2(S™)

ePw 1 _ cuw
Pw avec pw = 1—cy*

Ol Oy =

Remarque 4.3. En pratique, les ratios d’approximation
observés sont significativement meilleurs que les bornes
théoriques, comme le montrent nos expériences (Section 5).
Cela s’explique par le fait que les bornes théoriques sont
établies pour le pire cas, tandis que les instances réelles
présentent généralement une structure plus favorable.

4.3 Algorithme 2 : Enumération de la Fron-
tiere de Pareto (PFE)
Pour résoudre PPPE et construire une approximation de la

frontiere de Pareto, nous proposons une stratégie d’échan-
tillonnage systématique de 1’espace des parametres .

Algorithm 2 Enumération de la Frontiere de Pareto (PFE)
Require: Classifieur h, instance x, ensemble I, limite k,
poids w, nombre d’échantillons L
Ensure: Frontiere de Pareto approchée P
1: Définir i, = 1073
2: Calculer \* = mingc[q), i¢s

Bh,o(S)=pn,o (SU{i})

w(z;)

« \ /(L-1)
3: Calculer le facteur géométrique : v = ( )\’\_ )
4: Générer la séquence {\1,..., AL} avec Ay = Apin et

Aer1 =7 M
5. Solutions + ()
6: for chaque A € {\1,..., A} do
7. Sy« WGD(h,z,I,k,w,\)
8:  Calculer ey = €, ,(Sy) et cy = cost(Sy)
9:  Solutions <— Solutions U {(Sx, €x, cx)}
10: end for
11: Supprimer les solutions dupliquées (paire (e, ¢))
12: P  FilterDominance(Solutions)
13: return P

Procédure FilterDominance. Cette procédure itére sur
I’ensemble des solutions et élimine celles dominées au sens
de Pareto. Pour chaque paire de solutions (S, S"), elle véri-
fie si S domine S” (auquel cas S’ est supprimée) ou vice
versa. Elle peut étre implémentée efficacement en temps
O(L?) en triant préalablement les solutions selon une di-
mension.

Choix de la progression géométrique. L’ utilisation d’une
suite géométrique pour A (plutdt qu’arithmétique) est mo-
tivée par deux considérations. Premierement, elle assure
une exploration uniforme de 1’espace des compromis sur
échelle logarithmique sur [Apin, A*], ce qui est naturel car
les ratios de cofit sont souvent plus significatifs que leurs

différences absolues. Deuxiemement, elle garantit une cou-
verture complete de la frontiere de Pareto dans le domaine
de validit¢ du Lemme 4.1, comme formalisé par le théo-
réme suivant.

Définition 4.4 (Approximation de Pareto («,()). Une
frontiere de Pareto approchée P est une approximation
(a, B) de la vraie frontiére de Pareto P si, pour toute solu-
tion Pareto-optimale S* € P, il existe une solution SeP
satisfaisant :

ene(S) <a-ena(S*) et cost(S) < B cost(S*)

Théoreme 4.5 (Garantie pour PFE). Soit cv, le ratio d’ap-
proximation de WGD tel que défini dans la Proposition 4.2,
sous la condition A < \* définie dans le Lemme 4.1. Alors
I’algorithme PFE avec L échantillons tirés de [Amin, A
retourne une frontiere P qui est une approximation de Pa-
reto (Qy, i) de P.

4.4 Algorithme 3 : Approche Lexicogra-
phique Stratifiée (LSA)

Dans certains contextes applicatifs, les préférences utilisa-
teur ne sont pas quantitatives mais ordinales : les utilisateurs
peuvent classer les caractéristiques par niveaux de priorité,
souhaitant utiliser en premier les caractéristiques de niveau
1, puis celles de niveau 2 uniquement si nécessaire, et ainsi
de suite. Cette situation est fréquente en médecine (tests in-
vasifs vs non-invasifs) ou en finance (données publiques vs
privées).

Modele de préférence lexicographique. Supposons que
les caractéristiques soient partitionnées en m strates I =
LUl U---Uly, avec [;NI; = () pour i # 4, ou I contient
les caractéristiques les plus préférées et I,,, les moins pré-
férées. Une explication S est lexicographiquement préférée
a5’ si, en notant n;(S) = |S N I;| le nombre de caractéris-
tiques de S dans la strate 4, il existe un niveau ¢ tel que :

ni(S) =ni(S") Vi<l et n(S) <ne(S")

Principe de fonctionnement. L’algorithme LSA procede
par niveaux de priorité, en commencant par les caractéris-
tiques les moins préférées (niveau m) et en remontant pro-
gressivement vers les plus préférées (niveau 1). A chaque
niveau /, il retire itérativement des caractéristiques de Iy
tant que :

1. La limite de taille k n’est pas atteinte
2. L’erreur probabiliste reste inférieure a €%

3. Des caractéristiques restent a retirer dans le niveau
courant

Ce processus garantit que les caractéristiques de faible prio-
rité€ sont éliminées en premier, préservant autant que pos-
sible celles de haute priorité.

Théoreme 4.6 (Garantie pour LSA). Pour chaque niveau
de priorité £, I’algorithme LSA produit une solution qui est
Quy-approchée parmi toutes les solutions utilisant au plus
le méme nombre de caractéristiques des niveaux 1 a £ — 1.



Algorithm 3 Algorithme Lexicographique Stratifié (LSA)
Require: Classifieur h, instance x, strates {I, ..., I, }, li-
mite k, seuil d’erreur €,,,,x
Ensure: Explication lexicographiquement optimale Sysa
LS+~ LHULU---UIl,

2: if €, 5(S) > €max then

3:  retourner S {Infaisable}

4: end if

5: for niveau / = m jusqu’a 1 do

6:  whileSNI,#0do

7: i argminiESﬂU [/J’h,w(s\ {Z}) - /J/h,:v(s)]
8: Stemp < S\ {7}

9: if €, 2 (Stemp) < €max €t |Siemp| > 1 then
10 S < Siemp

11: else

12: break

13: end if

14:  end while

15: end for

16: retourner S

4.5 Application aux Arbres de Décision

Les garanties d’approximation de la Proposition 4.2 et des
Théoremes 4.5 et 4.6 s’appliquent a toute classe d’hypo-
theses booléenne. Cependant, pour ’efficacité computa-
tionnelle, chaque appel a 1’oracle p, ., (S) doit s’exécu-
ter en temps polynomial. L’évaluation de p, . dans le cas
général est #P-difficile [ *]. Pour les arbres de décision,
[/, 7, ] ont montré qu’elle peut étre calculée en temps
polynomial, tandis que [ '] a démontré une évaluation en
temps linéaire O(|T'| - |S]), ot |T| est le nombre de noeuds
de I’arbre.

Complexités résultantes. Nos algorithmes héritent des
complexités suivantes dans le pire cas pour les arbres de dé-
cision. WGD effectue O(n?) appels a I’oracle (ot n = |I]),
chacun nécessitant O(|T|-d) opérations, donnant O(n?-|T|-
d). PFE effectue L appels 8 WGD sur [Ap;n, A*], donnant
O(L-n?-|T|-d) avec typiquement L € [20, 50]. LSA effec-
tue au plus n itérations nécessitant chacune O(n) évalua-
tions de yp, (), donnant la méme complexité O(n?-|T'|-d)
que WGD. Cette tractabilité est particulierement pertinente
car les arbres de décision sont largement utilisés dans les
domaines critiques (santé, finance, justice) en raison de
leur interprétabilité [ /], et nos algorithmes étendent cela
en permettant des explications plus concises alignées sur
les préférences tout en préservant I’efficacité computation-
nelle.

4.6 Analyse Comparative

Ayant établi la tractabilité en temps polynomial pour les
arbres de décision, nous comparons maintenant les trois al-
gorithmes :

Recommandations d’utilisation :

— WGD : Préférer lorsque le compromis souhaité est
bien défini (A < A*) et qu'une solution unique est
recherchée. Idéal pour I'intégration dans des sys-

TABLE 1 — Comparaison des trois algorithmes proposés

Critere WGD PFE LSA
Type de préférence Quantitatif Quantitatif Ordinal
Sortie Une solution  Frontiere compléte  Une solution
Choix de A requis Oui (< \*) Non Non
Complexité O(n?|T|d) O(Ln?|T|d) O(n?|T|d)
Ratio d’approximation Qo (v, vap) Qv par niveau
Exploration interactive Non Oui Non

témes automatisés.

— PFE : Recommandé pour 1’exploration interactive,
lorsque les préférences utilisateur ne sont pas en-
tierement spécifiées a priori, ou pour présenter plu-
sieurs options a 1’utilisateur final.

— LSA : A utiliser dans les contextes ot les préfé-
rences sont naturellement hiérarchiques (médecine,
finance réglementée) et ou les compromis quantita-
tifs sont difficiles a exprimer.

5 EVALUATION EXPERIMEN-
TALE

Pour valider I’efficacité et la scalabilité de nos trois algo-
rithmes proposés (WGD, PFE, LSA), nous avons mené des
expériences extensives sur des Classifieurs a arbres de déci-
sion sur divers jeux de données de référence. Tous les algo-
rithmes ont été implémentés en Python, en exploitant scikit-
learn pour I’entrainement des modeles et NumPy pour les
calculs numériques. Les expériences ont été réalisées sur
une station de travail équipée d’un processeur Intel Core
19-9900 a 3,1 GHz et 64 Gio de RAM, sous Ubuntu 22,04
LTS.

Jeux de données. Nous avons considéré B = 25 jeux de
données de classification binaire (10 2 10° caractéristiques)
issus de Kaggle, OpenML et UCI, incluant MNIST38 et
MNIST49, deux sous-ensembles binaires de MNIST oppo-
sant les chiffres 3 vs. 8 et 4 vs. 9 respectivement. Les tiaches
multi-classes ont été converties en binaire en considérant la
classe dominante contre toutes les autres. Par manque d’es-
pace, nous reportons les résultats sur B = 10.

Préférences Utilisateur. Nous avons considéré quatre mo-
deles de préférences : (i) préférences uniformes, ou toutes
les caractéristiques recoivent un poids égal, servant de ré-
férence; (ii) préférences basées sur SHAP, utilisant les
valeurs de Shapley comme poids d’importance locaux ; (iii)
préférences basées sur LIME, dérivées des explications
locales de LIME, et (iv) importance des caractéristiques,
utilisant I’importance des caractéristiques de scikit-learn
pour les arbres de décision. Par manque d’espace, nous ne
reportons que les résultats pour les préférences basées sur
SHAP dans D’article principal. Les résultats pour les autres
scénarios sont fournis en matériel supplémentaire.

5.1 PROTOCOLE EXPERIMENTAL

Taches d’Explication. Pour chaque benchmark b, une
tiche d’explication est (T, x, I, k,w). Le Classifieur h est



représenté par un arbre de décision 7' entrainé via 1’im-
plémentation CART de scikit-learn [/©]. L’instance x est
sélectionnée aléatoirement dans 1’ensemble de test; 1’en-
semble candidat I est le chemin racine-feuille cohérent avec
x (explication de chemin [’ ]). La fonction de poids w est
dérivée des scénarios de préférences via une transformation
monotone décroissante : w(x;) = max{s} — s; + J ol s;
est le score d’importance brut et § > 0 assure la positivité.
Cela mappe une importance plus élevée a des poids plus
faibles, ce qui est cohérent avec notre objectif de minimisa-
tion du cofit. Nous fixons la limite cognitive k =7+ 2 [ ]
en général; lorsque |I| est petit, nous adaptons et fixons
k = 4 & 2 pour éviter les cas triviaux ou k > |I|. Nous im-
posons une limite de temps de 60 minutes par instance. Les
performances sont évaluées en moyennant ¢, ,,(S), cost(.5)
et |\S| sur m = min{s, 150} instances de test.

Scalabilité et Qualité d’ Approximation. En dehors du cas
e = 0, ou les explications abductives préférées exactes
peuvent étre calculées via MAXSAT [ ], et ducas A = 0 ol
les explications probabilistes exactes sont accessibles via
un encodage SAT [ ], aucune méthode exacte n’est connue
pour le probleme général des explications probabilistes pré-
férées. Cela motive notre approche par approximation. Pour
évaluer empiriquement sa qualité, nous comparons 1’ Algo-
rithme 1 (WGD) contre deux références exactes. Premiére-
ment, pour A = 0, nous utilisons la méthode basée sur SAT
de [ ], étendue a la version décisionnelle du Probleme 3.4
en ajoutant la clause \/{z; : (z5); = 1} V \V{~a;
(xr); = 0}, et résolue via une recherche binaire sur (0, 1]
avec une précision 1073, nécessitant au plus 10 appels 2
GLUCOSE 4 (PySAT, timeout 60 min). Deuxiémement,
pour A > 0, nous comparons contre une référence par énu-
mération exhaustive, calculant argmingc g)<x fA(5) sur
tous les sous-ensembles possibles, sur des jeux de données
de petite dimension ou cela est tractable, comme placement,
tic-tac-toe et d’autres.

Impact de \ sur WGD. Nous évaluons 1’ Algorithme 1
(WGD) sur A € [1072 - 297% 103 . 297F], ol1 d est le
nombre de caractéristiques et k la limite de taille, en uti-
lisant des préférences normalisées basées sur SHAP avec
> icr w(xi) = 1 pour assurer un taux d’échange significa-
tif entre €y, ., (+) et cost(-).

Exploration de la Frontiere de Pareto via PFE. Une li-
mitation clé de WGD est qu’il nécessite de spécifier A a
priori, ce qui peut étre difficile en pratique lorsque les préfé-
rences utilisateur ne sont pas entierement quantifiées. L’ Al-
gorithme 2 (PFE) répond a cela en calculant un ensemble
de solutions Pareto-optimales couvrant I’espace complet
des compromis entre ¢, ;(-) et cost(-), sans nécessiter de
choix explicite de A. Nous évaluons PFE avec L = 30
échantillons tirés de A € [1072,10%] avec un pas géomé-
trique, et reportons les frontieres de Pareto approchées sous
forme de graphiques 2D (e vs. cost), mettant en évidence
les points de coude ou le taux de substitution marginal entre
les deux objectifs change brusquement.

Préférences Ordinales et LSA. Tandis que WGD et PFE
gerent les préférences quantitatives via A, certains do-
maines expriment naturellement les préférences en termes
ordinaux. L’ Algorithme 3 (LSA) répond a cela en parti-
tionnant les caractéristiques en strates de priorité. Nous
évaluons LSA sur COMPAS [ ], et le comparons contre
WGD en termes de €y, ,,(S), composition des strates n,(.S)

et |S].
5.2 Résultats Expérimentaux

Le Tableau 2 reporte les résultats sur 10 des 25 benchmarks
pour des Classifieurs a arbres de décision avec k = 7 et
A = 0. Les colonnes acc et d donnent la précision et le
nombre de caractéristiques binaires. Les lignes sont triées
par taille moyenne d’explication de chemin |I| [ /]. Nous
reportons I’erreur moyenne €, »(.5) et la taille d’explica-
tion |.S| pour WGD et la méthode exacte basée sur SAT,
ainsi que le temps d’exécution de SAT. Les jeux de don-
nées en bleu indiquent un timeout partiel; en magenta un
timeout complet. WGD termine toujours en moins d’1 se-
conde. Pour le régime général A > 0, le Tableau 3 traite
le jeu de données horse colic sur 15 valeurs représenta-
tives de A € [1073 - 2¢=F 103 . 297F], comparant WGD
contre I’énumération exhaustive; les résultats confirment
que WGD atteint un f)(S) normalisé systématiquement in-
férieur a la méthode exacte pour A petit et modéré, avec
une borne d’approximation pratique bien en dessous de la
garantie théorique de la Proposition 4.2. Cependant, pour
de grandes valeurs de \ (au-dela de \*), les garanties théo-
riques ne tiennent plus et le ratio d’approximation peut se
dégrader significativement. Cette dégradation est amplifiée
lorsque I est une explication de chemin plutdt qu’une rai-
son suffisante, car f) peut perdre sa structure de monoto-
nicité dans ce régime, expliquant I’explosion occasionnelle
de la borne observée dans le Tableau 3. Globalement, WGD
démontre une scalabilité remarquable, restant stable en mil-
lisecondes sur de grands jeux de données comme gisetfe et
Sfarm ads ot SAT dépasse le timeout — tandis que 1’écart
€n,x(Swep) — €n,o(S*) reste négligeable pour A = 0 et
|Swep| est en moyenne inférieure a |S™*|.

Impact de A sur WGD. La Figure 1 illustre I'effet de A
sur le jeu de données placement : a mesure que \ aug-
mente, cost(.S) et |S| décroissent monotonicalement tandis
que €, ,(S) augmente, confirmant que A contréle efficace-
ment le compromis entre satisfaction des préférences et pré-
cision probabiliste. Pour A < \*, le ratio d’approximation
empirique reste bien en dessous de la borne théorique de
la Proposition 4.2, confirmant la quasi-optimalité de WGD.
Au-dela de \*, les garanties d’approximation ne tiennent
plus et la qualité des solutions peut se dégrader, en particu-
lier lorsque I n’est pas une raison suffisante. Cela souligne
la nécessité d’explorer 1’espace complet des compromis via
PFE plutot que de s’engager sur un A unique a priori.

Exploration de la Frontiére de Pareto via PFE. La Fi-
gure 2 reporte la frontiere de Pareto approchée retour-
née par PFE sur COMPAS (préférences SHAP, & = 7,
|I| = 11), comprenant 7 solutions non-dominées allant de
haute fidélité (e = 0,274, cost = 0,998, |S| = 7) 4 un ali-



Benchmark €, (S) |S| Temps (s)
nom acc d 11 WGD SAT WGD  SAT SAT
student perf. 92.04 30 5.37 0.27 (£0.10)  0.27 (£0.10) 2.03 203 2.11
hungarian 63.71 13 6.69 0.12 (£0.11)  0.12 (£0.09) 3.57 3.57 1.79
horse colic 75.94 40 6.74 0.14 (£0.06)  0.14 (£0.06) 4.09 4.09 11.71
loan eligibility ~ 74.08 68 8.49 0.18 (£0.12)  0.22 (£0.13) 573 6.81 43.96
wine 70.11 11 9.05 0.09 (£0.09)  0.10 (£0.11) 5.66 5.64 35.48
employee attr. 83.37 63  10.58 0.07 (£0.08)  0.21 (£0.10) 6.44  7.04 1008.42
compas 68.02 40 10.97 0.05 (£0.08)  0.06 (£0.09) 586 6.82 1091.88
mnist49 96.28 784  15.60 0.38 (£0.13) - 6.92 — —
gisette 94.37 5000  21.39 0.33 (£0.10) - 6.92 - -
Sfarm ads 81.12 54877 23.18 0.14 (£0.16) - 6.34 - -

TABLE 2 — Résultats expérimentaux pour A = 0 (Probléme 3.2) sur 10 benchmarks avec h arbre de décision, k& € {5,6,7}.

En bleu : timeout partiel ; en magenta : timeout complet.

A €n,z(9) S| IA(S) (norm.)

WGD Exact WGD Exact WGD Exact
0.0010 0.1105 (£0.0689)  0.1105 (£0.0689) 4.7387 (£0.6536)  4.7387 (£0.6536) 0.0587  0.0587
0.2507 0.1105 (£0.0689)  0.2268 (40.0789) 4.7387 (£0.6536)  3.0270 (£1.3046) 0.0587  0.1205
0.5005 0.1122 (£0.0684)  0.2401 (+0.0719) 4.7297 (£0.6837)  2.8919 (£1.3244) 0.0596 0.1275
0.7502 0.1122 (£0.0684)  0.2626 (40.0904) 4.7297 (£0.6837)  2.7658 (£1.2445) 0.0596  0.1395
100 0.1291 (£0.0614)  0.2672 (+0.0882) 4.6396 (£0.9280)  2.7387 (£1.2499) 0.0686  0.1419
2.15 x 108 0.2409 (£0.1115)  0.3825 (£0.1694) 3.1171 (£1.4316)  1.7748 (£0.9743) 0.1280  0.2032
6.98 x 106 0.2490 (£0.1174)  0.3905 (+0.1730) 3.0180 (£1.4205)  1.7027 (40.9260) 0.1323  0.2074
1.18 x 107 0.2566 (£0.1157)  0.3944 (+0.1743) 2.9009 (£1.4203)  1.6847 (+0.9201) 0.1363  0.2095
1.66 x 107 0.2626 (£0.1214)  0.3949 (£0.1740) 2.8198 (£1.4155)  1.6847 (£0.9201) 0.1395  0.2098
2.15 x 107 0.2632 (£0.1230)  0.3949 (+0.1740) 2.8108 (£1.4111)  1.6847 (4£0.9201) 0.1398  0.2098
2.15 x 101t 0.3388 (£0.1526)  0.4342 (£+0.1916) 2.0991 (£1.2003)  1.2432 (40.5061) 0.2766  0.2306
3.82 x 1011 0.3549 (£0.1562)  0.4351 (£0.1911) 2.0270 (£1.1505)  1.2252 (40.4966) 0.3320 0.2311
6.79 x 1011 0.3549 (£0.1562)  0.4400 (+0.1934) 2.0270 (£1.1505)  1.1982 (40.4615) 0.4436  0.2337
1.21 x 1012 0.3555 (£0.1561)  0.4402 (£0.1933) 2.0180 (£1.1546)  1.1802 (£0.4492) 0.6425 0.2338
2.15 x 1012 0.3639 (£0.1581)  0.4428 (+0.1927) 1.9730 (£1.1347)  1.1622 (4£0.3923) 1.0000 0.2352

TABLE 3 — WGD vs. méthode exacte sur Horse Colic (d = 36, k = 5, acc. = 77,48%, préférences SHAP, |Ry| ~ 6,

A€ [1073 - 297F 103 . 24-F]). 5 (S) (avec A = A/297F).

gnement maximal des préférences (¢ = 0,517, cost = 0,
|S| = 1). Un point de coude particulierement attractif est
la deuxieéme solution de Pareto (¢ = 0,285, cost = 0,119,
|S| = 7), qui réalise une réduction de 88% du coit de pré-
férence au prix d’une augmentation marginale de I’erreur
de 0,011, illustrant comment PFE permet aux utilisateurs
d’identifier des solutions fortement alignées sur leurs pré-
férences sans connaissance explicite de .

Préférences Ordinales et LSA. L’ Algorithme 3 (LSA) est
évalué sur COMPAS [ (] avec €max = 0,1, & = 7 et trois
strates : I; (actionnables : Number_of_Priors, score_factor,
Age_%*), I (partiels : Misdemeanor), et I5 (attributs démo-
graphiques non-actionnables). LSA élimine lexicographi-
quement trois caractéristiques non-actionnables de I3 tout
en préservant €y, ,,(S) = 0, donnant ny =4, ny = 1, ng =
2 avec |S| = 7. Cela est significatif dans le contexte COM-
PAS : I’explication repose principalement sur des carac-
téristiques actionnables (Number_of_Priors, score_factor)
tout en minimisant les attributs démographiques sensibles.
En contraste, WGD (A = 0) retourne |S| = 5 avec seule-
ment n; = 3 et ny = 0, ignorant compleétement la structure
ordinale. LSA atteint un ratio non-actionnable strictement
inférieur a erreur égale, confirmant qu’il produit des expli-
cations a la fois probabilistiquement valides et maximale-

ment alignées sur les priorités utilisateur.

6 Conclusion et Perspectives

Nous avons introduit le premier cadre unifié pour les ex-
plications probabilistes préférées, reliant précision proba-
biliste, contraintes cognitives et préférences utilisateur via
trois algorithmes complémentaires : WGD pour les pré-
férences quantitatives avec ratio d’approximation formel
(ePv — 1)/pw, PFE pour I'exploration interactive de la
frontiere de Pareto sans engagement a priori sur A, et LSA
pour les préférences ordinales lexicographiques. Les trois
exploitent la structure supermodulaire de py, , pour assu-
rer une tractabilité en temps polynomial et des certificats de
qualité formels pour les arbres de décision. Les expériences
sur 25 benchmarks confirment que WGD monte en charge
sur des jeux de données allant jusqu’a 54,877 caractéris-
tiques en millisecondes 1a ot les méthodes exactes basées
sur SAT dépassent le timeout, que PFE révele des points de
coude significatifs permettant aux utilisateurs de sélection-
ner interactivement leur compromis précision-coflit préféré,
et que LSA produit systématiquement des explications avec
moins de caractéristiques non-actionnables que WGD a er-
reur probabiliste égale, comme démontré sur COMPAS.



0.5

0.4

0.3

£(S)

0.2

0.0

1175

1.150

1125

11.100

f_WGD / f_Exact

1.075
|

1.050

1.025

1.000

Error € as a function of A

WGD vs Exact — Dataset: placement
Cost as a function of A

Solution size |S| as a function of A

45
—— WGD —— WGD —— WGD
—#- Exact ~#- Exact ~#- Exact
4.0
0.8
354
0.6
3.0
a — _
z @
goa — 257
2.0
0.2
1.5
0.01 1.0
102 10° 10° 10 10° 1072 10° 10? 10 108 1072 10° 10? 10° 108
A A A
Empirical approximation ratio a Execution time (log scale) Trade-off € vs cost (Pareto view)
A —8— mean ratio — 0.40 [ ] ® WGD 6
| k- maxratio 6x10-¢ . - 1 W Exact
I ~=- optimal (ratio=1)
i
" 0.35 4
|
i L 4
i 4x107 = z
i 0304 ®
I 4 *|'a
i G 3x10” ot H e =
i z = wep a 2
i £ —#- Exact 50251 L ] )
i S °
1
il 4 |}
i 2x10 0.204
i 4 0
i n
AN 0.15
I R °
iHEETA
j Y, /A\ -2
| T A P " 1074 1 Ll || 1] 0.104 =g
102 10° 10? 10 10° 1072 10° 10? 10 108 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
A A cost(S)

FIGURE 1 — WGD vs. méthode exacte sur le jeu de données placement (préférences SHAP) et k = 4.
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FIGURE 2 — Frontiére de Pareto obtenue par PFE sur COMPAS.

1.0




LSA vs WGD — COMPAS (k=7)
LSA: eps=0.0000, |S|=7 | WGD: eps=0.0000, |S|=5

Stratum composition

o)

3 1 (full)
B WGD
3 LSA

N w £

Number of features

-

o

Stratum 2
(partial)

Stratum 3
(non-actionable)

Stratum 1
(actionable)

Feature presence per explanation

Actionability vs Error trade-off

Full 1 (|I|=10)
0.04 WGD (|S|=5)

LSA (|S|=7)
0.02 A

0.00 1 .LSA.WG@FUII |

—0.02 1

€n,x(S)

—0.04 4

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Non-actionable feature ratio

WS Stratum 1 (actionable) MM Stratum 3 (non-actionable)
Stratum 2 (partial)

Absent

FIGURE 3 — LSA vs. WGD sur compas (€42 = 0,1, kK = 7).

Plusieurs directions étendent naturellement ce travail. (i)
L’extension des oracles efficaces pour pi, ,, aux foréts aléa-
toires, ensembles d’arbres et réseaux de neurones élargi-
rait significativement 1’applicabilité. (ii) Des bornes adap-
tatives a I’instance exploitant la structure du jeu de données
ou de I’arbre pourraient donner des garanties plus serrées
que le ratio de courbure dans le pire cas. (iii) Remplacer
I’échantillonnage exhaustif de A dans PFE par des straté-
gies bayésiennes permettrait d’identifier les points de coude
plus efficacement. (iv) L’intégration de métriques d’équité
de groupe comme contraintes dures dans WPPE renforce-
rait ’applicabilité dans les domaines réglementés tels que
la justice pénale et le crédit. (v) Enfin, des études utilisa-
teur réelles validant 1’alignement des préférences au-dela
des proxies synthétiques (SHAP, LIME, importance des ca-
ractéristiques) demeurent une étape essentielle vers le dé-
ploiement dans des systémes de décision orientés vers I’hu-
main.
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